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Resumo

Discutimos aqui novas interações macroscópicas no contexto de algumas propostas

de F́ısica Além do Modelo Padrão, o que torna necessária a procura por sinais destas

novas forças, e justifica a busca de limites para restringir parâmetros destas teorias e

modelos estendidos. Estudamos novos potenciais entre fontes ou correntes associadas a

part́ıculas de spin-1, gerados pela troca de bósons escalares e vetoriais, massivos ou de

massa nula. Comparamos nossos resultados com os potenciais associados a fontes e cor-

rentes de matéria com spin-1/2, e consideramos correções até a ordem ~v2

c2
. Encontramos

diferenças marcantes entre os dois tipos de potenciais, principalmente nos termos em que

há dependência no spin. Os potenciais fermiônicos apresentam uma riqueza maior nas

interações de spin, enquanto a interação entre bósons vetoriais carregados é caracterizada

por peculiaridades envolvendo o spin e a polarização e é capaz de revelar até mesmo

a particular representação relativ́ıstica que se adota para descrever part́ıculas massivas

(neutras ou carregadas) de spin-1 (neste trabalho, apresentamos duas representações dis-

tintas de SO(1,3)). Conclúımos com a discussão de algumas propriedades intŕınsecas à

eletrodinâmica de portadores vetoriais carregados, questão que não permite que a Eletro-

dinâmica (Clássica ou Quântica) seja tratada fora do setor eletrofraco do Modelo Padrão.
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Abstract

New macroscopic interactions appear in the context of different theoretical proposals

for Physics beyond the Standard Model, so that it is mandatory to search for signals of

these new forces to constrain the parameters of these extended theories and models. We

pursue the investigation of new potentials that describe the interactions between sour-

ces and currents associated to spin-1 particles. These potentials are generated via the

exchange of scalar and vector bosons, massive and massless. We compare our results

with the corresponding ones for sources and currents of fermionic spin-1/2 matter; we

include effects up to the order ~v2

c2
. We have found remarkable differences between the two

categories of potentials, especially in the spin dependence displayed by the interaction

potentials. The fermionic potentials exhibit a richer diversity of spin interactions; on the

other hand, the interactions of the charged vector bosons are characterized by particular

relations between spin and polarization. In addition, we highlight that the specific rela-

tivistic representation one adopts to describe massive spin-1 particles (we consider two

different representations of SO(1,3)) can be revealed by the potentials themselves. We

conclude by pointing out particularities of the electrodynamics of spin-1 charge carriers,

which indicates that the (Classical and Quantum) Electrodynamics of spin-1 particles

cannot be disconnected from the electroweak sector of the Standard Model.
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Introdução

Além das duas interações de longo alcance que são conhecidas na Natureza, a eletro-

magnética e a gravitacional, outras forças, ainda hipotéticas, que teriam fraco acopla-

mento com a matéria do Modelo Padrão, despertam interesse na comunidade cient́ıfica.

Suas part́ıculas mediadoras fazem parte de teorias que descrevem alguma F́ısica Além

do Modelo Padrão (BSM), tais como áxions [1, 2], paraphotons [3] e unparticles [4]. Em

particular, forças que envolvem dependência no spin despertam bastante interesse: são

as chamadas interações monopolo-dipolo e dipolo-dipolo, já que as interações monopolo-

monopolo, aquelas que envolvem apenas cargas, não trazem muita novidade para a f́ısica

das interações fundamentais. Os áxions são part́ıculas de spin-0 e massa muito pequena,

que, em algumas teorias e modelos, aparecem como candidatos a uma fração da matéria

escura. Desde a década de 1980 [5] até a década atual [6], esta discussão permanece viva.

Estas novas part́ıculas mediadoras seriam bósons escalares ou de spin-1, e a nova força

mediada, apesar de bastante fraca, teria alcance macroscópico, sempre que os mediadores

tiverem massa muito pequena. Em [7], podemos encontrar uma lista de dezesseis potenci-

ais que ilustram a troca dessas part́ıculas. Os três potenciais mais estudados na literatura

são aqueles que não dependem da velocidade, e sim exclusivamente dos spins.

Basicamente, existem dois tipos de experimentos que procuram detectar estas novas

interações. Há aqueles que tratam os corpos interagentes (logo, as part́ıculas) separados

por distâncias de µm até km, e há os experimentos que procuram por novas interações

entre part́ıculas a distâncias na escala atômica ou sub-atômica. Os primeiros procuram

forças de longo alcance (long-range forces), os outros forças de curto alcance (short-range

forces). Claro que, quanto maior o alcance do campo de interação, menor tem que ser a

massa da part́ıcula trocada. Isto pode ser visto pelo fator e−m0r que surge em todos os

potenciais estudados por esses experimentos e por nós nesta tese, onde r é a distância entre

as fontes, e m0 a massa do bóson intermediário. Mesmo que estas novas part́ıculas não

tenham ainda sido confirmadas, os avanços na área teórica e nos experimentos são muito

importantes, pois impõem limites aos potenciais e acabam restringindo ou descartando
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teorias e modelos na categoria BSM. Além, é claro, de existir a possibilidade de descoberta

de uma nova interação macroscópica que poderia alterar muitos aspectos no panorama

da F́ısica atual.

Limites experimentais são importantes para se impor restrições sobre estes potenciais;

neste sentido, destacamos o trabalho de Adelberger et al. [8], que fixa limites para os

três potenciais estáticos, onde considera interações de longo alcance, ou seja, considera

as massas dos bósons intermediários como sendo muito pequenas. Destacamos também o

comentado trabalho de Hunter et al. [9], publicado na revista Science, que usa a distri-

buição de elétrons da Terra como uma das fontes de spin, sendo a outra fonte elétrons e

nucleons de três diferentes laboratórios. Potenciais estáticos foram também estudados em

cenários de forças de curto alcance, por exemplo, em uma molécula de hidrogênio pesado,

onde um dos átomos é um deutério [10]. É muito interessante considerar a interação de

part́ıculas neutras com spin, já que escapamos das interações eletromagnéticas que provêm

da carga e podemos, assim, concentrar as atenções em novas posśıveis forças. O primeiro

experimento em que as part́ıculas interagentes eram nêutrons, e que impôs limite superior

sobre a constante de acoplamento entre estas part́ıculas e um bóson axial de spin-1 é

relatado em [11]. Outros trabalhos experimentais podem ser encontrados em [12,13]. Em

experimentos mais recentes, de 2014, todos os seis potenciais dependentes da velocidade

que apresentam interação spin-spin foram vinculados a limites superiores [14] sobre os

parâmetros envolvidos.

Além do intenso estudo com sistemas que geram interação dipolo-dipolo, os traba-

lhos experimentais também se preocuparam em analisar sistemas que geram interação

monopolo-dipolo [15–18]. Apesar do foco em alguns potenciais, o trabalho [19] explora

todos os quinze potenciais dependentes do spin dados por [7] (um dos dezesseis potenciais

é do tipo monopolo-monopolo). A busca por estas part́ıculas de fraco acoplamento con-

tinua até os dias atuais e, apesar de não confirmadas, são impostos limites cada vez mais

restritivos sobre os acoplamentos, e os resultados mais recentes podem ser encontrados

em [20–22]. Cabe também mencionar as recentes investidas na procura por matéria escura

associada ao áxion, que podem ser encontradas em [23, 24]. Há uma linha de trabalhos

teóricos que não seguem a direção dessa procura por limites e v́ınculos; por exemplo, [25]
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está interessado em comparar o perfil dos potenciais induzidos pela intermediação de di-

ferentes campos (na verdade, diferentes representações irredut́ıveis do Grupo de Lorentz)

que podem representar on-shell part́ıculas massivas de spin-1. A questão, neste caso, é

também investigar, através do perfil dos diferentes potenciais, se podemos fixar a repre-

sentação que mais se adequa para descrever part́ıculas com um dado spin. Este ponto

torna-se não trivial para o spin-1 e spins mais altos. A estrutura tensorial do campo

está ligada aos graus de liberdade on- e off-shell, além de eventuais simetrias intŕınsecas,

e estes elementos interferem nos acoplamentos spin-spin e spin-órbita que as interações

entre fontes/correntes vêm a exibir.

Após contextualizar as questões acima e apresentar o panorama geral do estágio em

que se encontram as frentes de pesquisa e as buscas por novas forças efetivas residuais

de alguma F́ısica além do Modelo Padrão, passamos a apresentar os desenvolvimentos

próprios desta tese, ressaltando que introduções parciais mais espećıficas são fornecidas

no ińıcio de cada caṕıtulo deste trabalho. Os dois primeiros caṕıtulos constituem um

preâmbulo ao foco principal do trabalho, que é o estudo de potenciais macroscópicos.

Neles, dedicamo-nos a discutir em detalhes aspectos inerentes à escolha da representação

para descrever part́ıculas massivas e carregadas de natureza vetorial. Diferentes descrições

para o mesmo tipo de part́ıcula são contempladas e são colocados em evidência aspectos

que dizem respeito à estrutura on- e off-shell, bem como as simetrias associadas, de forma

a deixar claro até que ponto diferentes representações do mesmo tipo de part́ıcula são

fisicamente equivalentes.

Um ponto importante é que propagação não causal [26,27], autovalores complexos de

energia [28–34] e alteração no número de graus de liberdade [27,35] são dificuldades enfren-

tadas pelo formalismo lagrangeano quando se tenta descrever a dinâmica de part́ıculas car-

regadas de spins mais altos (s ≥ 1). Problemas relacionados à não causalidade para uma

part́ıcula de spin-1 massiva e carregada fazem-se sentir quando acoplamos o campo que a

descreve com campos tensoriais simétricos externos. Ao adicionar o termo λWµ
†WνT

µν ao

lagrangeano de Proca, [27] mostra-se que a propagação torna-se não-causal. O problema

de autovalores complexos de energia para a part́ıcula de spin-1 massiva e carregada surge

quando se tenta descrevê-la se sujeita a um campo magnético externo homogêneo sufici-
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entemente forte [31]. Esta inconsistência pode ser evitada. Os autores de [36] mostram

que, mesmo quando a part́ıcula é submetida a um campo magnético externo homogêneo

de qualquer intensidade, é posśıvel obter todos os autovalores reais e ainda se ter uma

propagação causal, porém, em contrapartida, a razão giromagnética, g, deve ser igual a

um. Isto significaria usar somente o acoplamento mı́nimo com o campo eletromagnético.

Foi mostrado, em 1940, por Corben e Schwinger [37] que, com esta interação apenas, um

conjunto completo de funções de onda com comportamento aceitável não existe para o

méson de spin-1 em presença de campo Coulombiano. Entretanto, para part́ıculas ele-

mentares massivas e carregadas de spin ≥ 1/2, foi mostrado teoricamente [38, 39], com

base em teorias mais fundamentais, que as mesmas apresentam g = 2. Experimental-

mente, foi confirmado para o caso dos bósons W± [40] que carregam spin-1. A questão

de uma formulação lagrangeana para a interação de campos com spin ≥ 1 é debatida em

vários trabalhos recentes e apontam para possibilidades de construções lagrangeanas con-

sistentes, sempre considerando o acoplamento do campo de alto spin com algum campo

externo, que pode ser o próprio campo eletromagnético [41, 42], ou algum genérico back-

ground [43,44]. A preocupação com a unitariedade e renormalizabilidade para part́ıculas

de spin-1 pode ser vista também em outros contextos, como por exemplo no de milli-

charged particles [45], que são part́ıculas com carga elétrica igual a εe, onde ε << 1 e e é

a carga do pósitron.

O primeiro caṕıtulo desta tese aborda a discussão, para part́ıculas massivas carregadas

de spin-1, das inconsistências na renormalizabilidade e unitariedade que aparecem nos

propagadores dos modelos do tipo Proca. Este caṕıtulo 1 não contém resultados originais,

mas é necessário para a construção do caṕıtulo seguinte. Este, o caṕıtulo 2, propõe-se a

discutir um modelo de bóson vetorial massivo no qual a massa é gerada por um termo de

mixing, que, diferentemente do termo de Proca, não viola a simetria de calibre. Podemos

resumir os resultados originais deste caṕıtulo nas seguintes palavras:

Formulamos dois diferentes modelos onde introduzimos um tensor de rank-2 anti-

simétrico, em associação com um campo vetorial, para descrever part́ıculas de spin-1

massivas e carregadas em interação com fótons; nestes modelos, apresentamos propaga-
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dores sem a inconsistência ultravioleta inerente à formulação de Proca. 1

Nos caṕıtulos 3 e 4, passamos ao estudo das correntes (que são as fontes de matéria) e

dos potenciais gerados por elas. Os resultados referentes a ambos caṕıtulos estão publica-

dos em [46]. Até este momento, toda literatura teórica ou experimental que trata de novas

interações macroscópicas considera somente fontes de spin-1/2. Nesta tese, vamos desen-

volver potenciais também para fontes (matéria) de spin-1, e comparar seus perfis com

os potenciais fermiônicos conhecidos. Nosso objetivo não é fixar parâmetros ou procu-

rar v́ınculos sobre os mesmos, estamos interessados, sim, em explicitar o comportamento

dos potenciais interpart́ıcula para matéria de diferentes spins, focando nas dependências

que existem nas velocidades e, principalmente, nos próprios spins e na polarização. Em-

bora o interesse seja comparar o perfil de potenciais gerados por diferentes fontes, vamos

trabalhar sempre com a mesma part́ıcula intermediária, representada pelo modelo cujo

lagrangeano invariante de calibre tem sua massa dada por um mixing de um campo ve-

torial com outro de rank-2, chamado de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond (CSKR) [47,48].

Os propagadores associados já foram devidamente encontrados no caṕıtulo 2. Adotamos

este modelo porque seus propagadores não apresentam o problema ultravioleta daqueles

advindos de lagrangeanos do tipo Proca. A contribuição do caṕıtulo 3 está em:

Apresentar correntes e, mais genericamente, fontes associadas a matéria de spin-1,

ainda não consideradas na literatura para efeito de cálculos de potenciais interpart́ıcula,

e compará-las com os correspondentes resultados para matéria de spin-1/2, ressaltando

suas semelhanças e apontando e discutindo as diferenças [46].

No caṕıtulo 4, utilizamos os resultados obtidos nos dois caṕıtulos anteriores para

1Apesar destes resultados terem caracteŕıstica de originalidade, consideramo-los ainda preliminares e

estamos compreendendo aspectos de fundamentação que devem ser devidamente esclarecidos, sobretudo

no setor de acoplamentos não-mı́nimos e em conexão com a unificação eletrofraca. Em prosseguimento,

desejamos ampliar os resultados desta proposta para a inclusão de portadores elétricos com spin-2; por

estas razões, os resultados deste caṕıtulo 2 precisam ser investigados de forma mais completa para pode-

rem originar um trabalho a ser submetido para publicação. Entretanto, em sua presente forma, já são

suficientes para a realização dos estudos que serão reportados nos caṕıtulos posteriores, e que constituem

o objetivo central desta tese.
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calcular os potenciais macroscópicos, onde comparamos aqueles gerados por fontes de

spin-1/2, com os originalmente obtidos nesta tese, gerados por fontes de spin-1. Apontar

as semelhanças e compreender as diferenças pode ser um caminho viável para auxiliar,

por exemplo, em um trabalho experimental que se dedique a determinar o spin das fontes

(em processo de identificação) interagentes. Além disto, na seção 4.4, fizemos um estudo

particular das Equações de Maxwell, considerando a matéria carregada composta por

part́ıculas de spin-1. Neste caso, percebemos que a corrente conservada de Noether recebe

contribuições muito peculiares, o que tem consequências especiais sobre os potenciais e

campos eletromagnéticos. Neste caṕıtulo 4, descrevemos a nossa contribuição como segue

abaixo:

Recalculamos potenciais gerados por correntes de matéria com spin-1/2 e derivamos

os correspondentes gerados por correntes de part́ıculas com spin-1, ressaltando suas seme-

lhanças e analisando suas diferenças. Consideramos sempre efeitos até segunda ordem em

v/c por entender que os principais aspectos que os diferenciam podem se encontrar apenas

a partir desta ordem. Como aplicação, exploramos o caso eletromagnético, considerando

a matéria formada por part́ıculas carregadas de spin-1. Ressaltamos as particularidades

dos termos de spin e polarização e chamamos atenção para a influência da escolha de re-

presentação na forma do potencial. Finalmente, consideramos o conjunto de Equações de

Maxwell no caso em que a densidade e a corrente sejam originadas de cargas com spin-1.

O acoplamento da densidade de part́ıculas carregadas e da polarização da matéria vetorial

com o campo eletromagnético induz singularidades nas equações de Maxwell que podem

sinalizar para uma interessante relação entre carga, spin e extensibilidade de part́ıculas

elementares bosônicas [46].

Em todos os caṕıtulos e seções desta tese, utilizamos o formalismo lagrangeano para

descrever part́ıculas vetoriais. Existe, no entanto, uma outra forma bem estabelecida

para se descrever part́ıculas de spin-1, que é a teoria Duffin-Kemmer-Petiau (DKP). De

fato, esta é uma teoria relativ́ıstica baseada em uma equação de onda de primeira ordem,

que descreve part́ıculas de spin-1 e spin-0 [49–51]. Nesta tese não fazemos nenhuma

abordagem com a teoria DKP, mas ela é uma importante alternativa para se trabalhar

com os potenciais obtidos no caṕıtulo 4, já que existe um contexto não relativ́ıstico para
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o uso da teoria DKP, que é a sua versão galileana [52–55], ou também chamada de DKP

não relativ́ıstica (DKPNR) [56]. No quinto caṕıtulo vamos sugerir uma linha de trabalho

para ser seguida no contexto não relativ́ıstico da teoria DKP.

Após esta apresentação geral do material desenvolvido ao longo deste trabalho de

doutoramento, mencionamos que cada caṕıtulo foi elaborado de forma que tenha sua

própria introdução e uma conclusão parcial. As considerações finais e as perspectivas

abertas por esta tese estão contidas no último caṕıtulo, onde fazemos uma análise cŕıtica

do nosso trabalho. As limitações do mesmo são assinaladas no decorrer desta auto-análise

e são propostas como ponto de partida para estudos consecutivos.
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Caṕıtulo 1

A Eletrodinâmica do Spin-1

Uma descrição efetiva da interação eletromagnética de part́ıculas de spin-1 massivas e

carregadas sempre foi um problema não-trivial, pois os modelos que geram a massa através

do termo do tipo Proca são não renormalizáveis e a solução proposta dentro deste modelo

gera excitações que não respeitam unitariedade. Vamos abordar esta situação na terceira

seção deste caṕıtulo. A teoria eletrofraca de Salam-Glashow-Weinberg [57] resolve esses

problemas quando propõe que a interação fraca e a eletromagnética sejam oriundas de um

mesmo setor de calibre da f́ısica de part́ıculas, em um contexto não abeliano. No entanto,

uma descrição efetiva, abeliana, da part́ıcula de spin-1 massiva e carregada interagindo

com o campo eletromagnético (não considerando o setor fraco) que supere os problemas

de inconsistência continua em aberto. A ideia é que, por exemplo, W µ seja um campo de

matéria e não um campo de calibre, como é feito com o caso espinorial e escalar.

Na próxima seção, vamos descrever uma part́ıcula massiva e carregada de spin-1 sub-

metida a um campo magnetostático externo, através de um campo vetorial cuja massa é

dada por um termo do tipo Proca. Na seção 1.2, abordamos a importância do fator giro-

magnético e da simetria de calibre como guias no desenvolvimento de uma teoria/modelo.

Na seção 1.3, voltamos ao problema da não renormalização e quebra de unitariedade dos

modelos massivos de spin-1. E, na seção 1.4, desenvolvemos um modelo alternativo que

descreve a part́ıcula de spin-1 massiva e carregada através de um campo de rank-2 antis-

simétrico e que também exibe inconsistências por gerar massa à part́ıcula do mesmo modo

que aquele visto na seção 1.1, através de um termo do tipo Proca. Por fim, dedicamos a
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última seção para resumir os resultados revisados.

1.1 Spin-1 e o Campo Vetorial

Partimos do lagrangeano abaixo, no qual consideramos apenas o setor de matéria (campos

W e W ∗) e seus acoplamentos com o campo eletromagnético. É importante considerar o

acoplamento não mı́nimo que aparece como o terceiro termo do lagrangeano abaixo, visto

que é ele que corrige a razão giromagnética do bóson vetorial carregado. Abaixo propo-

mos um modelo efetivo, no qual o acoplamento não mı́nimo advém da teoria eletrofraca.

Observamos que o referido acoplamento é não mı́nimo do ponto de vista Abeliano, mas

mı́nimo sob a ótica de Yang-Mills.

L = −1

2
W ∗
µνW

µν +m2W ∗
µW

µ + ieFµνW
µ∗W ν . (1.1)

Ao fazermos a variação em função do campo W ∗
µ , chegamos a seguinte equação de

campo,

DµW
µν +m2W ν − ieF µνWµ = 0, (1.2)

sendo

Dµ = ∂µ + ieAµ, (1.3)

W µν = DµW ν −DνW µ. (1.4)

A intenção nesta seção é obter uma equação não relativ́ıstica, a partir da equação de campo

(1.2), que descreva corretamente a part́ıcula de spin-1, com o correto fator giromagnético.

Derivamos com Dν para ganhar a condição subsidiária

DνDµW
µν +Dνm

2W ν − ieDνF
µνWµ = 0. (1.5)

Desenvolvendo (∂µF
µν)Wν , temos

(∂µF
µν)Wν = ∂i(∂

iA0 − ∂0Ai)W0 + ∂0(∂
0Ai − ∂iA0)Wi + ∂j(∂

jAi − ∂iAj)Wi, (1.6)

identificando o campo elétrico ∂0Ai − ∂iA0 = ~E e o campo magnético ∂jAi − ∂iAj = Bk,

temos (∂µF
µν)Wν = 0, já que estamos em uma situação magnetostática. Como W µν e
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F µν são campos anti-simétricos, temos

1

2
[Dν , Dµ]︸ ︷︷ ︸
1
2
ieFνµ

W µν +m2DνW
ν − ieF µν 1

2
(DνWµ −DµWν)︸ ︷︷ ︸

1
2
W νµ

= 0 (1.7)

e logo,

DνW
ν = 0. (1.8)

Trabalhando a condição subsidiária na forma (1.8), que é uma equação que relaciona

a componente temporal com as componentes espaciais do campo vetorial, ganhamos,

D0W
0 +DiW

i = 0

∂0W
0 + ∂iW

i + ieAiW
i = 0,

(1.9)

onde fizemos o potencial escalar A0 igual a zero, visto que a situação estudada é magne-

tostática e a componente temporal de Aµ só contribui para o campo elétrico. Aplicando

uma transformada de Fourier nas componentes do campo vetorial, temos

−iEW 0 + ipiW i − ieAiW i = 0

W 0 =
piW i

m
− eAiW i

m
. (1.10)

Neste ponto, ressaltamos que, para evitar carregar a notação, não vamos usar outro

śımbolo para distinguir o espaço dos momenta do espaço das configurações, mas sempre

apontaremos quando fizermos uma transformada de Fourier. Observamos que a nossa

transformada de Fourier é definida como segue abaixo:

W µ(x) =

∫
dp4

(2π)4
W µ(p)e−ip·x. (1.11)

Voltando para a equação de campo (1.2) temos,

�W ν + ieAµ∂µW
ν + ieAµ∂

µW ν − e2AµAµW ν − ∂µ∂νW µ

− ieW µ∂µA
ν − ieAν∂µW µ − ieAµ∂νW µ + e2AµA

νW µ

+ m2W ν − ieWµ∂
µAν − ieWµ∂

νAµ = 0, (1.12)
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onde já consideramos o gauge fixing, ∂µA
µ = 0, ou seja, como A0 = 0 então ~∇ · ~A = 0.

Vamos desenvolver a equação anterior tomando ν = i, lembrando que, como o campo

magnético é estático, temos ∂0Ai = 0, assim,

∂0∂
0W i + ∂j∂

jW i + 2ieAj∂jW
i

− e2AjA
jW i − ∂0∂iW 0 − ∂j∂iW j − 2ieW j∂jA

i

− ieAi∂0W
0 − ieAi∂jW j − ieAj∂iW j + e2AjA

iW j

+ m2W i − ieWj∂
iAj = 0. (1.13)

Fazendo a transformada de Fourier de (1.13)

E2W i + ~p2W i − 2eAjpjW i

+ e2 ~A2W i + EpiW 0 − pjpiW j + 2eW jpjAi

− eAiEW 0 + eAipjW j + eAjpiW j + e2AjAiW j

+ m2W i − eW jpiAj = 0. (1.14)

Substituindo a condição subsidiária, (1.10), na equação acima ganhamos,

E2W i + ~p2W i − 2eAjpjW i

+ e2 ~A2W i − e ~A. ~Wpi + 2eW jpjAi

+ m2W i − 2eW jpiAj = 0. (1.15)

Para o limite não relativ́ıstico obtemos,

Enr =
(~p− e ~A)2

2m
W i +

e

m
(pjAi − piAj)W j, (1.16)

e logo,

Enr =
(~p− e ~A)2

2m
W i +

ie

m
(~S)ij. ~BW

j, (1.17)

pois (~Sn)ij = iεijn, assim i(~S)ij. ~B = −εijn ~Bn = −F ij = F ji. A equação do tipo Pauli

acima nos dá um fator giromagnético g = 2 para esse bóson de spin-1 massivo e car-

regado que estamos descrevendo. É bem aceito na comunidade cient́ıfica que o fator

giromagnético de part́ıculas elementares massivas e carregadas com qualquer spin é igual
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a 2, a ńıvel de árvore [38, 39]. Logo, esse resultado representa um sucesso do modelo

(1.1). O último termo deste lagrangeano acopla não minimamente o campo vetorial ao

eletromagnetismo e é o responsável por alterar o fator g. Se considerássemos apenas o

acoplamento mı́nimo, embutido nas derivadas covariantes, o fator g seria igual a 1. Ape-

sar do bom resultado encontrado, na seção 1.3 veremos que (1.1) carrega problemas de

consistência.

1.2 O Fator Giromagnético g = 2 e a Invariância de

Calibre

O fator giromagnético de uma part́ıcula elementar carregada com qualquer spin é igual

a 2, a ńıvel de árvore. Esse resultado foi primeiramente deduzido por Weinberg em 1970

como condição para que as amplitudes de espalhamento exibissem bom comportamento

em altas energias [38]. Essa condição foi estudada no formalismo lagrangeano e o mesmo

resultado foi obtido [39].

No final da década de 1990, Jackiw mostrou outro motivo para reforçar o valor do

fator giromagnético como sendo 2 [58]. Ele mostrou que o lagrangeano

L = −1

2
W ∗µνWµν + ie(g − 1)F µνW ∗

µWν , (1.18)

na ausência de fontes eletromagnéticas (∂µF
µν = 0), é invariante por uma transformação

não eletromagnética de calibre, W ∗
µ → W ∗

µ + D∗µξ, somente se g = 2. Variando (1.18)

através de δW ∗
µ temos,

δL = −1

2
(D∗µδW ∗ν −D∗νδW ∗µ)Wµν + ie(g − 1)F µνδW ∗

µWν

= −1

2
(−ie(∂µAν)ξ + ie(∂νAµ)ξ)Wµν + ie(g − 1)F µν(Wν∂µξ − ieAµWνξ)

=
ie

2
F µνξ(∂µWν − ∂νWµ + ie(AµWν − AνWµ)) + ie(g − 1)F µν(Wν∂µξ − ieAµWνξ).

Como de fato é a ação que deve ser invariante, podemos fazer uma integração por partes

e temos:

δL = ieF µν(Wµ∂νξ + ieAµWν) + ie(g − 1)F µν(Wν∂µξ − ieAµWνξ), (1.19)
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e logo δL = 0 se g = 2.

Mostramos abaixo que o mesmo resultado não pode ser encontrado quando fazemos a

análise com o campo de CSKR, Bµν . Vamos considerar o lagrangeano, análogo a (1.18),

LCSKR = −1

6
G∗µνκGµνκ + ieF µ

νB
∗
µκB

νκ, (1.20)

onde Gµνκ = DµBνκ +DνBκµ +DκBµν e a transformação não-eletromagnética de calibre

tem a forma Bµν → Bµν + Dµξν −Dνξµ. Observe que nesse caso já consideramos g = 2

deste o ińıcio. Fazendo a variação de (1.20) através de δB∗µκ, encontramos:

δLCSKR =
ie

6
(F µνξκ + F νκξµ + F κµξν)Gµνκ + ieF µ

ν (∂µξκ − ∂κξµ − ieAµξκ + ieAκξµ)Bνκ.

Integrando novamente por partes no segundo termo temos,

δLCSKR =
ie

2
F µνξκ(∂µBνκ + ∂νBκµ + ∂κBµν + ie(AµBνκ + AνBκµ + AκBµν))

− ieF µν(ξκ∂µBνκ − ξµ∂κBνκ + ie(ξκAµBνκ − ξµAκBνκ)).

Quatro dos termos acima são cancelados, mas o resto permanece. Para tentar fazer

com essa variação fosse zero, podeŕıamos propor um lagrangeano com mais termos de

acoplamento não-mı́nimo, no entanto, o termo Fµνξ
κAκBµν que aparece devido ao termo

cinético inicial sempre se manterá, pois os termos advindos dos acoplamentos não-mı́nimo

sempre apresentam ξ e A com ı́ndices diferentes. Logo, sempre teremos δLCSKR 6= 0.

Como explicar essa diferença de comportamento, já que, como mostraremos na última

seção, o campo de CSKR também pode descrever um spin-1? Estamos considerando

ambos lagrangeanos não massivos e o campo de rank-2 somente descreve um spin-1 quando

massivo. Isto significa que Bµν em (1.20) propaga um campo de spin-0 e logo não carrega

momento de dipolo magnético, por isso não se pode encontrar um lagrangeano simétrico

por uma transformação não-eletromagnética de calibre nesse modelo.

1.3 Renormalização e Unitariedade

Quando tentamos descrever uma Eletrodinâmica Quântica para uma part́ıcula elemen-

tar massiva com spin-1 através de um lagrangeano que carrega um termo de massa do
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tipo Proca, encontramos inconsistências como a não renormalizabilidade e a perda do li-

mite de unitariedade. Estes problemas aparecem explicitamente no propagador 〈W ∗
µWν〉.

Considerando o lagrangeano livre abaixo

L = −1

2
W ∗
µνWµν +

1

2
m2W ∗

µW
ν , (1.21)

com W µν = ∂µW ν − ∂νW µ, podemos extrair o seguinte propagador,

〈W ∗
µWν〉 =

i

� +m2
θµν +

i

m2
ωµν . (1.22)

Fazendo uma transformação de Fourier, temos

〈W ∗
µWν〉 =

−i
k2 −m2

(ηµν −
kµkν
k2

) +
i

m2

kµkν
k2

=
−i

k2 −m2
ηµν +

ikµkν
k2(k2 −m2)

+
ikµkν
m2k2

=
−i

k2 −m2
ηµν +

ikµkν
k2

(
1

k2 −m2
+

1

m2
)

=
−i

k2 −m2
(ηµν −

kµkν
m2

). (1.23)

Este propagador nos diz que o modelo é não renormalizável, pois no limite de altas

energias o propagador tende a uma constante e não cai com 1/k2. O modelo desenvol-

vido aqui apresenta um outro problema, como em altas energias o propagador tende a

uma constante, as seções de choque crescem com E2, o que quebra o chamado limite de

unitariedade.

Estamos usando as definições:

η = diag[1,−1,−1,−1]; (1.24)

θµν = ηµν −
∂µ∂ν
�

; (1.25)

ωµν =
∂µ∂ν
�

. (1.26)

Seria interessante buscar uma teoria de campo renormalizável e unitária para descrever

o spin-1 carregado e massivo. Um modelo diferente da teoria de Salam-Glashow-Weinberg,

foi proposto por Lee e Yang em 1962 [59]. Eles adicionaram um novo termo invariante

de calibre ao lagrangeano na tentativa de resolver os problemas de inconsistências que
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aparecem em (1.23). Apesar de solucionar o problema da não renormalizabilidade e da

quebra do limite da unitariedade, em altas energias a unitariedade é perdida na forma de

aparecimento de uma excitação do tipo ghost.

Considerando apenas as partes do lagrangeano de Lee e Yang que interessam, vamos

encontrar o propagador 〈W ∗
µWν〉 associado.

L = −1

2
(∂µW

∗
ν − ∂νW ∗

µ)(∂µW ν − ∂νW µ) +m2W ∗
µW

µ + ξ(∂µW
µ∗)(∂νW

ν), (1.27)

onde o último termo foi introduzido por Lee e Yang. Podemos reescrever esse lagrangeano

como

L = W ∗
ν�θ

νµWµ +m2W ∗
µ(θµνWν + ωµνWν)− ξW µ∗�ωµνW

ν , (1.28)

onde θµν = ηµν − ∂µ∂ν
� e ωµν = ∂µ∂ν

� . Finalmente,

L = W ∗
ν ((� +m2)θµν − (ξ�−m2)ωµν)Wν . (1.29)

Com o lagrangeano posto da forma acima podemos obter a seguinte função de Green:

〈W ∗
µWν〉 =

1

� +m2
(ηµν −

∂µ∂ν
�

)− 1

(ξ�−m2)

∂µ∂ν
�

. (1.30)

Passando para o espaço dos momenta, e multiplicando por i de acordo com as regras de

Feynman, obtemos o propagador,

〈W ∗
µWν〉 =

−i
k2 −m2

ηµν +
i(1 + ξ)

(k2 −m2)(ξk2 +m2)
kµkν . (1.31)

Este propagador é renormalizável e apresenta dois polos, ou seja, duas excitações f́ısicas.

Vamos analisar a parte imaginária dos reśıduos dos diferentes polos para entender o que

está se propagando na teoria e se há ghosts ou tachyons [60].

1o Pólo: k2 = m2

Rµν = −iηµν + i
kµkν
m2

, onde kµ = (m;~0). (1.32)

A matriz Reśıduo tem R00 = 0 e Rjj = i, no qual não há soma em jj. Desta forma,

são três graus de liberdade no total, o que significa que esse polo descreve uma part́ıcula

massiva de spin-1.
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2o Pólo: k2 = −m2

ξ
, onde ξ < 0 para evitar tachyons.

Rµν = −ikµkν
m2

, onde kµ = (
m√
|ξ|

;~0). (1.33)

A matriz reśıduo tem R00 = −i
|ξ| e Rjj = 0, totalizando apenas um grau de liberdade, o que

significa que esse polo descreve uma part́ıcula massiva de spin-0. No entanto, sabemos que

reśıduo negativo representa uma excitação fantasma, ou seja, o estado desta part́ıcula tem

norma ao quadrado negativa, |ψ|2 < 0. Podemos tentar contornar este problema através

da arbitrariedade do parâmetro ξ. Atribuindo-o um valor muito pequeno, tornamos o

segundo polo muito mais massivo do que o primeiro. Desta forma, temos uma faixa de

energia grande o bastante para excitar a part́ıcula de spin-1, representada pelo primeiro

polo, mas pequena o suficiente para que a part́ıcula fantasma não seja excitada. Esse

modelo efetivo pode ser útil para descrever uma f́ısica em baixas energias, mas falha

se tentar descrever fenômenos envolvendo energias muito mais altas do que a massa da

part́ıcula de spin-1 que está sendo investigada.

1.4 Spin-1 e o Campo de Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond

Existem muitas abordagens diferentes para tentar descrever corretamente uma part́ıcula

de spin-1 massiva e carregada. Vamos ver que um campo tensorial antissimétrico de

rank-2 (CSKR) é capaz de desempenhar o mesmo papel do campo vetorial na descrição

da situação f́ısica considerada na seção 1.1 e gerar o mesmo fator giromagnético g = 2

esperado. O modelo tem o seguinte lagrangeano:

L = −1

6
G∗µνκGµνκ +

1

2
m2B∗νκBνκ + ieFν

µBµκB
∗νκ, (1.34)

onde não escrevemos no lagrangeano acima os termos cinéticos de Maxwell. Variando

(1.34) em relação ao tensor antissimétrico de rank-2 B∗νκ temos a equação,

DµGµνκ +m2Bνκ + eBµκFν
µ + eBνµFκ

µ = 0, (1.35)
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onde

Dµ = ∂µ + ieAµ, e

Gµνκ = DµBνκ +DνBκµ +DκBµν . (1.36)

Desenvolvendo a equação de campo

�Bνκ + 2ieAµ∂
µBνκ − e2AµAµBνκ

+ ∂µ∂νBκµ + ieBκµ∂
µAν + ieAν∂

µBκµ + ieAµ∂νBκµ − e2AµAνBκµ

+ ∂µ∂κBµν + ieBµν∂
µAκ + ieAκ∂

µBµν + ieAµ∂κBµν − e2AµAκBµν

+ m2Bνκ + eBµκFν
µ + eBνµFκ

µ = 0. (1.37)

Tomando o limite não-relativ́ıstico e fazendo ν = i e κ = j temos,

EnrBij =
(~p− e ~A)

2m
Bij

+
piBj0

2
− eAiBj0

2
+
pjB0i

2
− eAjB0i

2

+
pl

2m
(piBjl + pjBli)−

epl

2m
(AiBjl + AjBli)

− eAl

2m
(piBjl + pjBli) +

e2Al

2m
(AiBjl + AjBli)

− eBljF
il

2m
− eBilF

jl

2m
. (1.38)

Derivando a equação de campo, (1.35), com ∂ν e fazendo κ = i no limite não-

relativ́ıstico, obtemos a seguinte condição subsidiária:

B0i = −p
lBli

m
− eAlBil

m
. (1.39)

Neste ponto, percebemos que, dos seis graus de liberdade carregados pelo tensor an-

tissimétrico de rank-2, três deles (B0i) podem ser escritos em função dos outros três (Bli,

onde i 6= l). Ou seja, até aqui, nossa descrição está compat́ıvel com uma part́ıcula de

spin-1.

Substituindo a condição subsidiária na equação (1.38), temos,

EnrBij =
(~p− e ~A)

2m
Bij

+
e

2m
(piAl)Bjl −

e

2m
(pjAl)Bil −

e

2m
(plAi)Bjl −

e

2m
(plAj)Bli

− eBljF
il

2m
− eBilF

jl

2m
. (1.40)
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Reorganizando,

EnrBij =
(~p− e ~A)

2m
Bij +

e

m
F ilBjl +

e

m
F jlBli. (1.41)

A equação acima tem dois termos de momento de dipolo magnético, ambos indicam

o fator giromagnético g = 2. Esses termos não se somam algebricamente e sim tensorial-

mente, ou seja, de fato o resultado indica o valor g = 2 e não 4.

Esse modelo é consistente no que diz respeito a renormalização? Para responder a

esta pergunta devemos calcular o propagador 〈B∗µνBκλ〉. Considerando apenas os termos

livres do lagrangeano (1.34), temos

Llivre =
1

6
G∗µνκGµνκ +

1

2
m2B∗µνB

µν , (1.42)

onde Gµνκ = ∂µBνκ + ∂νBκµ + ∂κBµν .

O primeiro termo de (1.42) pode ser escrito como

1

6
G∗µνκGµνκ =

1

2
B∗µν(−�(P 1

b )µν,ρσ)Bρσ, (1.43)

onde,

(P 1
b )µν,ρσ ≡

1

2
(θµρθνσ − θµσθνρ). (1.44)

A igualdade (1.43) pode ser mais facilmente verificada se desenvolvermos o segundo mem-

bro com a finalidade de obter o primeiro.

O segundo termo de (1.42) fica

1

2
m2B∗µνB

µν =
1

2
m2B∗µν(

1

2
)(ηµρηνσ − ηµσηνρ)Bρσ =

1

2
m2B∗µν(P 1

b + P 1
e )µν,ρσB

ρσ, (1.45)

pois,

(P 1
b + P 1

e )µν,ρσ =
1

2
(ηµρηνσ − ηµσηνρ), (1.46)

já que (P 1
e )µν,ρσ é definido como

(P 1
e )µν,ρσ ≡

1

2
(θµρωνσ + θνσωµρ − θµσωνρ − θνρωµσ). (1.47)

18



Desta forma, o lagrangeano livre pode ser reescrito como

Llivre =
1

2
B∗µν(−�(P 1

b )µν,ρσ +m2(P 1
b + P 1

e )µν,ρσ)Bρσ

=
1

2
B∗µν((� +m2)(P 1

b )µν,ρσ +m2(P 1
e )µν,ρσ)Bρσ, (1.48)

e assim o propagador 〈B∗µνBκλ〉 fica

〈B∗µνBκλ〉 =
i

� +m2
(P 1

b )µν,ρσ +
i

m2
(P 1

e )µν,ρσ. (1.49)

Observamos que este propagador tem a mesma forma de (1.22), já que os operadores

(P 1
b )µν,ρσ e (P 1

e )µν,ρσ desempenham papeis análogos a θµν e ωµν , respectivamente. Ou seja,

esse modelo apresenta o mesmo mal comportamento no limite ultra-violeta já visto no

caso do campo vetorial. O problema não está no campo que descreve a part́ıcula e sim

na geração da massa. Nos dois modelos estudados a massa tem origem em um termo do

tipo Proca, responsável pelo aparecimento do setor longitudinal nos propagadores, que

apresenta o mal comportamento gerando inconsistências na unitariedade e renormaliza-

bilidade.

1.5 Resumo do Caṕıtulo

Este caṕıtulo traz uma revisão da eletrodinâmica do spin-1 carregado. Ele é usado como

motivação e introdução para o caṕıtulo seguinte, além de ser um complemento do mesmo,

pois muitos cálculos necessários já foram realizados aqui. Vimos que a part́ıcula de spin-

1 pode ser descritas de duas formas diferentes e que em ambos os casos o propagador

associado apresenta inconsistências devido ao termo massivo do tipo Proca. Na seção 1.3,

mostramos um modelo alternativo de Lee e Yang que resolve os problemas de unitariedade

e renormalizabilidade a baixas energias. No caṕıtulo 2, vamos propor um modelo que gera

massa de forma alternativa a Proca e apresenta um propagador sem inconsistências.
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Caṕıtulo 2

O Modelo de Campos Mixados

Este caṕıtulo está reservado ao estudo de uma part́ıcula de spin-1 massiva e carregada

sujeita a um campo externo magnetostático. Dentro da ideia de geração de massa por um

termo topológico invariante por transformação de calibre, propomos dois modelos efetivos

acoplados ao eletromagnetismo que descrevem corretamente a situação f́ısica considerada,

e não exibem inconsistências como a não renormalizabilidade e a perda do limite de

unitariedade. A proposta consiste em um lagrangeano que contém dois campos de matéria,

sendo que ambos descrevem a mesma part́ıcula. Isto vai nos permitir introduzir a massa

da part́ıcula de uma forma diferente dos modelos abordados no caṕıtulo 1.

Na primeira seção, abordamos o modelo livre e mostramos que ele de fato pode descre-

ver uma part́ıcula relativ́ıstica, já que apresenta a correta relação de dispersão. A seção

2.2 mostra explicitamente a invariância de calibre. Os graus de liberdade são contabiliza-

dos na seção 2.3, na qual provamos que o modelo carrega 3 graus de liberdade on-shell. Na

seção 2.4, obtemos os propagadores, diferenciando-os daqueles encontrados no primeiro

caṕıtulo. E por último, na seção 2.5, acoplamos o modelo principal ao eletromagnetismo,

de onde surgem duas variações que são chamadas de Modelo I e Modelo II, mas descrevem

a mesma situação f́ısica. A seção 2.6 traz as conclusões do caṕıtulo.
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2.1 O Modelo Livre

O lagrangeano que consideramos mistura no termo de massa o campo vetorial e o campo

tensorial de rank-2 antissimétrico. Vamos estudar a situação de part́ıculas carregadas e,

por isto, os campos são complexos. A prinćıpio, não fixamos os coeficientes α, β e γ, mas

assim que obtermos as equações de campo livre, atribuiremos valores adequados a eles.

O modelo tem a forma:

L = −αW ∗
µνW

µν + βG∗µνκGµνκ + (γεµνκλW
∗µGνκλ + c.c.), (2.1)

onde,

W µν = ∂µW ν − ∂νW µ, (2.2)

Gµνκ = ∂µBνκ + ∂νBκµ + ∂κBµν . (2.3)

Antes de continuarmos, é válido relembrar as relações dos campos com seus duais,

W̃µν ≡
1

2
εµνκλW

κλ, (2.4)

Wµν = −1

2
εµνκλW̃

κλ, (2.5)

G̃µ ≡
1

6
εµνκλGνκλ, (2.6)

Gµνκ = εµνκλG̃λ, (2.7)

bem como as identidades de Bianchi para cada um deles, isto é,

∂µWνκ + ∂νWκµ + ∂κWµν = 0, (2.8)

∂µW̃
µν = 0, (2.9)

∂µGνκλ − ∂νGκλµ + ∂κGλνµ − ∂λGνµκ = 0, (2.10)

∂µG̃µ = 0. (2.11)

Após variarmos o lagrangeano em função de W ∗
µ e em função de B∗µ, obtemos as

seguintes equações:

− 2α∂µWνµ + γενµκλGµκλ = 0; (2.12)

β∂µGµνκ +
γ

2
εµνκλWλµ = 0. (2.13)
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Podemos reescrever as equações (2.12) e (2.13) em função dos campos duais:

αενµκλ∂
µW̃ κλ + γενµκλGµκλ = 0; (2.14)

β∂µGµνκ − γW̃ νκ = 0. (2.15)

Se reescrevermos (2.14) na forma α∂µW̃ κλ + 3γ∂µBκλ = 0, percebemos que αW̃ κλ +

3γBκλ = constante. Ao derivarmos com ∂κ obtemos então

α∂κW̃
κλ + 3γ∂κB

κλ = 0, (2.16)

e utilizando a identidade de Bianchi (2.9) ganhamos

∂κB
κλ = 0. (2.17)

Dessa forma, (2.14) e (2.15) ficam:

α∂µW̃ κλ + 3γ∂µBκλ = 0; (2.18)

β(∂µ∂
µBνκ + ∂ν∂µB

κµ︸ ︷︷ ︸
=0

+ ∂κ∂µB
µν︸ ︷︷ ︸

=0

)− γW̃ νκ = 0. (2.19)

Logo,

α∂µW̃ κλ + 3γ∂µBκλ = 0 (2.20)

∂µ∂
µBνκ − γ

β
W̃ νκ = 0, (2.21)

substituindo (2.20) em (2.21), obtemos

(� +
3γ2

αβ
)W̃ κλ = 0. (2.22)

Se escolhermos α = 1
2
, β = 1

6
e γ = m

6
, o lagrangeano (2.1) ganha a forma

L = −1

2
W ∗
µνW

µν +
1

6
G∗µνκGµνκ + (

m

6
εµνκλW

µ∗Gνκλ + c.c.), (2.23)

e as equações desacopladas se tornam

(� +m2)W̃ µν = 0. (2.24)

22



O tensor dual que aparece na equação (2.24) faz o papel do campo que descreve a

part́ıcula, pois se analisarmos a equação (2.20), observamos que o tensor dual W̃µν é

igual ao campo Bµν a menos de uma constante de integração. De forma análoga ao

procedimento acima, somos capazes de obter uma equação para G̃µ que desempenhará o

papel do campo Wµ na descrição da part́ıcula. Reescrevendo as equações (2.12) e (2.13)

de outra forma, temos

− 2α∂µWνµ + 6γG̃ν = 0, (2.25)

βεµνκλ∂µG̃λ +
γ

2
εµνκλWλµ = 0. (2.26)

De (2.26) obtemos βG̃λ− γWλ = constante, logo β∂λG̃λ− γ∂λWλ = 0. Pela identidade de

Bianchi (2.11) ∂µG̃µ = 0, de forma que temos

∂λWλ = 0. (2.27)

Assim, (2.25) e (2.26) ficam

2α�Wν + 6γG̃ν = 0 (2.28)

β∂µG̃λ − γ∂µWλ = 0. (2.29)

Utilizando os valores já declarados para os coeficientes, α = 1
2
, β = 1

6
e γ = m

6
, e

substituindo (2.29) em (2.28), obtemos uma equação análoga à (2.24):

(� +m2)G̃ν = 0. (2.30)

Sabemos que um campo livre que, de fato, descreve uma part́ıcula relativ́ıstica, deve

obedecer a relação de dispersão E2 = p2 + m2. As equações (2.24) e (2.30) retratam

exatamente isto, mostrando que nosso modelo (2.1) descreve uma part́ıcula livre e de

massa m.

2.2 Invariância por Transformações de Calibre

Nosso objetivo é descrever uma part́ıcula elementar massiva, carregado e com spin-1. Até

os dias atuais, na natureza, apenas os bósons de calibre da interação fraca se apresentam

23



desta forma. O modelo de campos mixados, diferentemente dos modelos do tipo Proca,

exibe uma invariância por transformações de calibre que será essencial para tornar o

modelo renormalizável. Dentro desta simetria, os campos Wµ e Bµν se transformam por

δW µ = ∂µχ,

δBµν = ∂µζν − ∂νζµ. (2.31)

De fato, considerando o lagrangeano

L = −1

2
W ∗
µνW

µν +
1

6
G∗µνκGµνκ + (

m

6
εµνκλW

µ∗Gνκλ + c.c.), (2.32)

é bastante claro que os dois primeiros termos são invariantes por (2.31), ou seja,

δWµν = ∂µδWν − ∂νδWµ = ∂µ∂νχ− ∂ν∂µχ = 0,

δGµνκ = ∂µ∂νζκ − ∂µ∂κζν + ∂ν∂κζµ − ∂ν∂µζκ + ∂κ∂µζν − ∂κ∂νζµ = 0, (2.33)

mas não é tão claro assim para os dois últimos. Fazendo uma variação em εµνκλW
µ∗Gνκλ,

temos

δ(εµνκλW
µ∗Gνκλ) = εµνκλ(δW

∗µGνκλ +W ∗µ δGνκλ︸ ︷︷ ︸
=0

)

= εµνκλ∂
µχ∗Gνκλ

= −χ∗∂µ(εµνκλGνκλ)

= −χ∗∂µG̃µ = 0. (2.34)

A igualdade (2.34) é decorrente da identidade de Bianchi (2.11). O lagrangeano é in-

variante por transformação de calibre e isto vai nos auxiliar na redução do número de

graus de liberdade dos campos W µ e Bµν na próxima seção, assim como no cálculo dos

propagadores na seção 2.4.

2.3 Graus de Liberdade

Para provarmos que, de fato, o modelo de campos mixados descreve uma part́ıcula de

spin-1, devemos verificar que ele propaga 3 graus de liberdade (g.l.) on-shell. Vamos
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expandir os campos W µ e Bµν em uma base no espaço dos momenta e eliminar alguns

coeficientes através da fixação de calibre, e depois através do uso das equações de campo.

A priori, o campo W µ exibe 8 g.l. e Bµν 12 g.l., pois os campos são complexos.

A base do espaço dos momenta que vamos utilizar é dada por B = {pµ, p̄µ, ξµI }, com

o ı́ndice I = 1, 2. Os quadrivetores desta base não são ortogonais, já que p̄µ ≡ (p0;−~p),

no entanto são linearmente independentes. Definimos ξµ ≡ (0; ~ξ), pµξ
µ
I ≡ 0 e ξµIξ

µ
J ≡ δIJ .

Assim, os campos expandidos nesta base são dados por:

W µ = apµ + bp̄µ + cIξ
µ
I (2.35)

Bµν = αp[µp̄ν] + βIp
[µξ

ν]
I + γI p̄

[µξ
ν]
I + ϑIJξ

[µ
I ξ

ν]
J (2.36)

Chamamos a atenção para o fato de ϑIJ = −ϑIJ já que sua parte simétrica é eliminada,

pois ξ
[µ
I ξ

ν]
J acaba sendo antissimétrico em IJ também. Definimos A[µBν] ≡ AµBν−AνBµ.

Como vimos anteriormente, o modelo respeita uma simetria de calibre, e no espaço dos

momenta ela é dada por

W ′µ = W µ − ipµχ,

B′µν = Bµν − ipµζν + ipνζµ. (2.37)

Expandindo a primeira equação na base B obtemos

a′pµ + b′p̄µ + c′Iξ
µ
I = apµ + bp̄µ + cIξ

µ
I − ip

µχ, (2.38)

de forma que a = a′+ iχ. Como os parâmetros de calibre são arbitrários, podemos tomar

χ = ia′, o que elimina esse coeficiente.

Analogamente para o campo Bµν temos

α′p[µp̄ν] + β′Ip
[µξ

ν]
I + γ′I p̄

[µξ
ν]
I + ϑ′IJξ

[µ
I ξ

ν]
J

= αp[µp̄ν] + βIp
[µξ

ν]
I + γI p̄

[µξ
ν]
I + ϑIJξ

[µ
I ξ

ν]
J − ip

µζν + ipνζµ. (2.39)

Os parâmetros de calibre, nesse caso, são quadrivetores e podem ser expandidos na base

B, ficamos então com:

−ipµζν + ipνζµ = −ipµ(mpν + np̄ν + lIξ
ν
I ) + ipν(mpµ + np̄µ + lIξ

µ
I )

= −inp[µp̄ν] − ilIp[µξν]I , (2.40)
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de forma que, comparando os dois lados da equação (2.39) e utilizando (2.40), obtemos

α = α′+ in e βI = β′I + ilI , ou seja, podemos eliminar os três coeficientes por uma escolha

adequada de calibre. Interessante notar que esta descrição deixa bem claro em quais graus

de liberdade a simetria de calibre pode atuar. Em uma análise off-shell, reduzimos de 20

para 12 graus de liberdade nosso modelo de campos mixados. Sumarizando, os campos

podem ser escritos como:

W µ = bp̄µ + cIξ
µ
I ; (2.41)

Bµν = γI p̄
[µξ

ν]
I + ϑIJξ

[µ
I ξ

ν]
J . (2.42)

Devemos agora trabalhar as equações de campo para determinar o número de graus

de liberdade on-shell. Elas já foram obtidas na primeira seção deste caṕıtulo, são as

equações (2.12) e (2.13), onde, abaixo, vamos escrevê-las com os seguintes valores para os

parâmetros: α = 1
2
, β = 1

6
e γ = m

6
. Temos, então:

∂νW
νµ +

m

6
εµνκλGνκλ = 0; (2.43)

∂µGµνκ −
m

2
εµλνκWµλ = 0. (2.44)

Escrevendo a equação (2.43) no espaço dos momenta e expandindo os campos na base B,

temos

− bpνp
ν p̄µ − cIpνpνξµI + bpνp

µp̄ν + cIpνp
µξνI︸ ︷︷ ︸

=0,pµξ
µ
I ≡0

− imγI
2

εµνκλpν p̄[κξλ]I −
imϑIJ

2
εµνκλpνξ

I
[κξ

J
λ] = 0. (2.45)

Para µ = 0, obtemos a seguinte relação

2b−→p 2p0 = −imϑIJεijkpiξjIξ
k
J . (2.46)

Ou seja, um dos coeficientes pode ser escrito em função de outro, o que reduz 2 g.l. (visto

que são complexos) dos campos W µ e Bµν .

Escrevendo a equação (2.44) no espaço dos momenta e expandindo os campos na base

B, temos

− γIpµp
µp̄νξκI + γIpµp

µp̄κξνI − ϑIJpµpµξνI ξκJ + ϑIJpµp
µξκI ξ

ν
J

+ γIpµp
ν p̄µξκI − γIpµpκp̄µξνI +

im

2
εµλνκpµ(bp̄λ + cIξ

I
λ) = 0. (2.47)
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Fazendo ν = 0 e κ = i, vamos chegar na seguinte relação:

4γI
−→p 2p0ξiI = imεijk(bpjpk − cIpjξkI ). (2.48)

Esta equação permite escrever dois coeficientes (γ1 e γ2) em termos de outros, o que reduz

mais 4 g.l. do nosso sistema. De forma que, on-shell, temos 6 graus de liberdade, sendo que

3 descrevem uma part́ıcula massiva de spin-1 e 3 descrevem sua antipart́ıcula. Percebemos

então que o modelo (2.1) pode representar os bósons vetoriais intermediadores da interação

fraca W+ e W−. Se desenvolvermos este modelo com os campos reais podemos descrever

o bóson Z0.

2.4 Propagadores

Para calcular os propagadores associados ao modelo (2.1), devemos introduzir no lagran-

geano livre os termos do tipo gauge-fixing. De forma que ficamos com o seguinte:

L = −1

2
W ∗
µνW

µν +
1

6
G∗µνκGµνκ + (

m

6
εµνκλW

∗µGνκλ + c.c.)

+ α∂µW
∗µ∂νW

ν + β∂µB
∗µν∂κB

κ
ν . (2.49)

Como os campos são complexos teremos dificuldades em escrevê-los como dubletos, de

forma que existe a necessidade de explicitar e separar as suas partes reais e imaginárias.

Vamos reescrever os campos na forma:

Wµ ≡
Eµ + iFµ√

2
(2.50)

Bµν ≡
Cµν + iDµν√

2
, (2.51)

onde Eµ e Fµ são campos vetoriais reais e Cµν e Dµν campos tensoriais reais de rank-2.

Os termos do lagrangeano (2.49) vão ser trabalhados separadamente:

1

6
G∗µνκGµνκ =

1

6
(3∂µB

∗
νκ∂

µBνκ + 6∂µB
∗
νκ∂

νBκµ)

=
1

12
(3∂µCνκ∂

µCνκ + 6∂µCνκ∂
νCκµ + 3∂µDνκ∂

µDνκ + 6∂µDνκ∂
νDκµ)

=
1

12
CµνκC

µνκ +
1

12
DµνκD

µνκ, (2.52)
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onde

Cµνκ = ∂µCνκ + ∂νCκµ + ∂κCµν , (2.53)

Dµνκ = ∂µDνκ + ∂νDκµ + ∂κDµν . (2.54)

De forma análoga,

−1

2
W ∗
µνW

µν = −1

4
EµνE

µν − 1

4
FµνF

µν , (2.55)

onde

Eµν = ∂µEν − ∂νEµ, (2.56)

Fµν = ∂µFν − ∂νFµ. (2.57)

O termo de mixing é dado, então, por

m

6
εµνκλW

∗µGνκλ + c.c. =
m

4
EµSµκλC

κλ − m

4
CκλSκλµE

µ

+
m

4
F µSµκλD

κλ − m

4
DκλSκλµF

µ, (2.58)

onde

Sµκλ = εµκλν∂
ν . (2.59)

E finalmente, os termos do tipo gauge-fixing tomam a forma

α∂µW
∗µ∂νW

ν =
α

2
(∂µE

µ)2 +
α

2
(∂µF

µ)2, e (2.60)

β∂µB
∗µν∂κB

κ
ν =

β

2
(∂µC

µν)2 +
β

2
(∂µD

µν)2. (2.61)

O lagrangeano (2.49) então pode ser reescrito em uma forma matricial, o que nos vai

ajudar a calcular os propagadores associados.

L =
1

2

(
Eµ Cκλ

) Pµν Qµρσ

Rκλν Lκλ,ρσ

 Eν

Cρσ

 (2.62)

+
1

2

(
F µ Dκλ

) Pµν Qµρσ

Rκλν Lκλ,ρσ

 F ν

Dρσ

 , (2.63)
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onde

Pµν = �θµν − α�ωµν ; (2.64)

Lκλ,ρσ = −�
2

(P 1
b )κλ,ρσ −

β�
2

(P 1
e )κλ,ρσ; (2.65)

Qµκλ =
m

2
Sµκλ; (2.66)

Rκλν = −m
2
Sκλµ. (2.67)

Observamos que no setor de 2-formas, (P 1
b )κλ,ρσ faz o papel de θµν e (P 1

e )κλ,ρσ o de ωµν .

Para encontrar os propagadores devemos inverter a matriz

O =

 P Q

R L

 . (2.68)

Ou seja, estamos em busca de uma matriz

O−1 =

 X Y

Z W

 , (2.69)

tal que OO−1 = I. Estamos omitindo os ı́ndices, mas no final devemos inclúı-los. Fazendo

esse produto encontramos:

PX +QZ = 1 (2.70)

RX + LZ = 0 (2.71)

PY + LW = 1 (2.72)

RY +QW = 0, (2.73)

utilizando (2.71) temos Z = −L−1RX, substituindo em (2.70) ficamos com PX+Q(−L−1RX).

Logo, obtemos

X = (P −QL−1R)−1 (2.74)

Z = −L−1R(P −QL−1R)−1. (2.75)

Da mesma forma, trabalhando com (2.72) e (2.73) obtemos

W = (L−RP−1Q)−1 (2.76)

Y = −P−1Q(L−RP−1Q)−1. (2.77)
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• Propagador associado a X

P −QL−1R = �θµν − α�ωµν −
m

2
Sµκλ(−

2

�
(P 1

b )κλ,ρσ − 2

β�
(P 1

e )κλ,ρσ)(−m
2
Sρσν)

= �θµν − α�ωµν −
m

2
Sµκλ(

m

�
(P 1

b )κλ,ρσSρσν︸ ︷︷ ︸
=Sκλν

+
m

β�
(P 1

e )κλ,ρσSρσν)︸ ︷︷ ︸
=0

= �θµν − α�ωµν −
m2

2�
SµκλS

κλ
ν︸ ︷︷ ︸

=−2�θµν

= (� +m2)θµν − α�ωµν . (2.78)

Para encontrar o propagador devemos inverter essa última expressão. Invertendo-o, trans-

formando para o espaço dos momenta e multiplicando por i, encontramos o seguinte

propagador,

〈EµEν〉 = − i

k2 −m2
ηµν + i

(
1

k2 −m2
+

1

αk2

)
kµkν
k2

. (2.79)

• Propagador associado a W

L−RP−1Q = −�(P 1
b )κλ,ρσ −

β�
2

(P 1
e )κλ,ρσ +mSκλµ(

1

�
θµν − 1

α�
ωµν)

m

2
Sνρσ

= −�(P 1
b )κλ,ρσ −

β�
2

(P 1
e )κλ,ρσ +mSκλµ(

m

2�
θµνSνρσ︸ ︷︷ ︸
=Sµρσ

− m

2α�
ωµνSνρσ︸ ︷︷ ︸

=0

)

= −�(P 1
b )κλ,ρσ −

β�
2

(P 1
e )κλ,ρσ +

m2

2�
SκλµS

µ
ρσ︸ ︷︷ ︸

−2�(P 1
b )κλ,ρσ

= −(� +m2)(P 1
b )κλ,ρσ −

β�
2

(P 1
e )κλ,ρσ. (2.80)

Invertendo o operador acima encontramos obtemos,

Wκλ,ρσ = − 1

(� +m2)
(P 1

b )κλ,ρσ −
2

β�
(P 1

e )κλ,ρσ, (2.81)

transformando para o espaço dos momenta e multiplicando por i temos o propagador,

〈CµνCκλ〉 =
i

(k2 −m2)
(P 1

b )µν,κλ +
2i

βk2
(P 1

e )µν,κλ, (2.82)
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onde nesta última equação os operadores P 1
b e P 1

e estão no espaço dos momenta.

Além dos dois propagadores encontrados acima temos outros dois associados a Y e

a Z que misturam os dois campos (vetorial e tensorial de rank-2). Eles também podem

ser calculados e temos que Yµ,ρσ = m/
√
2

�(�+m2)
Sµ,ρσ e Zκλ,ν = − m/

√
2

�(�+m2)
Sκλ,ν . Invertendo o

primeiro e passando para o espaço dos momenta, temos,

〈AµBνκ〉 =
m/
√

2

k2(k2 −m2)
εµνκλk

λ. (2.83)

Neste ponto, já podemos perceber a diferença entre os propagadores encontrados nesta

seção, (2.79) e (2.82), e os do caṕıtulo 1, (1.23) e (1.49). Aqui, em todos os termos os

denominadores apresentam um polo e no limite de altas energias todos os termos tenderão

a zero com 1/k2.

2.5 Acoplamento com o Campo Eletromagnético

Após verificar o bom comportamento do modelo (2.49) analisando seus propagadores,

assim como checar o número correto de graus de liberdade associados a uma part́ıcula de

spin-1, devemos estudar o acoplamento com o campo eletromagnético. Para isso, vamos

propor e estudar dois modelos diferentes, ambos com acoplamento não-mı́nimo.

Modelo I

O primeiro modelo a ser considerado tem a forma dada abaixo.

L =
1

6
G∗µνκG

µνκ − 1

2
W ∗
µνW

µν + (
m

6
W ∗µGνκλ + c.c.) + (iϑFµνW

∗µG̃ν + c.c.), (2.84)

onde

Gµνκ = DµBνκ +DνBκµ +DκBµν , (2.85)

Wµν = DµWν −DνWµ, (2.86)

Dµ = ∂µ + ieAµ, (2.87)

e o G̃µ é o dual do Gνκλ, como já definido na primeira seção deste caṕıtulo. Observamos

que o coeficiente ϑ que aparece no lagrangeano tem dimensão de comprimento, L, visto

que FµνW
∗µG̃ν já tem dimensão de L−5.
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Variando o lagrangeano com respeito a W ∗
µ e depois com respeito a B∗µν obtemos

respectivamente,

δW ∗
µ
L : DνWνµ +

m

6
εµνκλG

νκλ + iϑFµνG̃
ν = 0, (2.88)

δB∗
µν
L : DµG

µνκ +mεµλνκDλWµ = 0. (2.89)

De (2.89) obtemos,

Dµε
µνκλG̃λ +mεµνκλDλWµ = 0,

DλWµ = −DµG̃λ

m
, (2.90)

Então (2.88) pode ser escrito como,

Dν(
−DµG̃ν

m
+
DνG̃µ

m
) +mG̃µ + iϑFµνG̃

ν = 0 (2.91)

e reorganizando os ı́ndices temos,

Dµ(DµG̃ν −DνG̃µ) +m2G̃ν − iϑmFµνG̃µ = 0. (2.92)

Percebemos que esta equação é análoga à (1.2). Como ϑ tem dimensão de compri-

mento, podemos atribuir ϑ = e
m

, e seguirmos os mesmos cálculos da seção 1.1 que vamos

encontrar g = 2. Este é o resultado correto para um modelo que descreve uma part́ıcula

de spin-1 sujeita a um campo magnetostático.

Deste ponto em diante, a descrição da part́ıcula se torna análoga ao caso de Proca

onde o tensor dual G̃µ faz o papel do campo vetorial. Inclusive podemos extrair uma

condição subsidiária que reduzirá para 3 os graus de liberdade do sistema. Trabalhando

com a equação,

Dµ(DµG̃ν −DνG̃µ) +m2G̃ν − ieFµνG̃µ = 0, (2.93)

podemos obter, com um procedimento análogo ao realizado de (1.5-1.8), a condição sub-

sidiária

DνG̃ν = 0, (2.94)
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o que nos permite escrever uma das componentes do campo G̃ν em função das outras,

reduzindo para três os graus de liberdade f́ısicos do modelo (2.84) (on-shell), como deve

ser.

Modelo II

Um modelo alternativo, parecido com o primeiro, com uma mudança no acoplamento

não-mı́nimo é proposto. Agora, deveremos encontrar uma equação para o dual do Wµν ,

que é definido como W̃µν ≡ 1
2
εµνκλW

κλ. A ideia deste modelo é conseguir uma equação

de campo que descreva o spin-1 carregado e massivo a partir de um campo tensorial de

rank-2, como foi feito na seção 1.4 do caṕıtulo 1, mas com a diferença que vamos partir

de um lagrangeano que não apresenta inconsistências.

L =
1

6
G∗µνκG

µνκ − 1

2
W ∗
µνW

µν + (
m

6
W ∗µGνκλ + c.c.) + (iσFµ

νW̃ µκB∗νκ + c.c.). (2.95)

Variando o lagrangeano (2.95) com respeito a W ∗
µ e depois com respeito a B∗µν obtemos

respectivamente,

δW ∗
µ
L : DνWνµ +

m

6
εµνκλG

νκλ = 0, (2.96)

δB∗
µν
L : DµG

µνκ +mεµλνκDλWµ − 2iσFµ
νW̃ µκ = 0. (2.97)

De (2.96) obtemos,

mDνBκλ +DνW̃ κλ = 0, (2.98)

Bκλ =
constante

m
− W̃ κλ

m
(2.99)

Então (2.97) pode ser escrito como,

−Dµ(DµW̃ νκ +DνW̃ κµ +DκW̃ µν)−m2ελµνκDλWµ − 2iσmFµ
νW̃ µκ = 0. (2.100)

e logo

Dµ(DµW̃ νκ +DνW̃ κµ +DκW̃ µν) +m2W̃ νκ + 2iσmFµ
νW̃ µκ = 0. (2.101)
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Assim como no Modelo I, o parâmetro σ tem dimensão de comprimento, logo podemos

atribuir σ = e
2m

. Seguindo os mesmos cálculos da seção 1.4 encontramos g = 2, o que

corrobora esse segundo modelo. Aqui, o campo dual do Wµν desempenha o mesmo papel

do campo de rank-2 antissimétrico do primeiro caṕıtulo. O modelo de campos mixados

tem bom comportamento quando estamos tratando o campo W µ como um campo de

calibre, mas quando ele desempenha o papel de campo de matéria, os resultados ϑ = e
m

e σ = e
2m

podem ser um problema para a renormalização.

2.6 Conclusões do Caṕıtulo

Neste caṕıtulo, propusemos uma forma abeliana diferente da formulação de Proca, no que

se refere à geração de massa, para descrever uma part́ıcula de spin-1 carregada: tem-se

massa sem violação da simetria de calibre. Usamos um termo de massa que é gerado por

uma mistura entre dois campos, permitindo que o lagrangeano permaneça invariante por

transformações locais do tipo U(1). Os dois modelos efetivos para os quais chamamos a

atenção na introdução deste caṕıtulo, são aqueles que surgem na seção 2.5, e são advindo

de um mesmo modelo livre. Ambos descrevem a situação f́ısica de uma part́ıcula de spin-

1, massiva e carregada submetida a um campo magnetostático. O Modelo I se conecta

com aquele visto na seção 1.1 do caṕıtulo anterior, que usa um campo vetorial para

descrever o spin-1, e o Modelo II se conecta com aquele visto na seção 1.4 também do

caṕıtulo passado, que usa um campo tensorial de rank-2 antissimétrico para descrever esse

sistema f́ısico. Apesar dessa conexão, um estudo cuidadoso sobre renormalizabilidade dos

Modelos I e II deve ser feita, e não podemos afirmar que são bons modelos efetivos para

se descrever a matéria bosônica de spin-1, apesar de não apresentarem inconsistências

quando são tratados como campos intermediadores.
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Caṕıtulo 3

As Correntes

Neste caṕıtulo, vamos estudar algumas correntes de matéria, considerando-as até a se-

gunda ordem nos momenta, ou seja, termos contendo até ~p2

m 2
1,2

, ~q2

m 2
1,2

ou
~pi~qj
m2

1,2
. Termos de

ordem três ou superior não contribuem de forma significativa para a análise do limite

não-relativ́ıstico. A busca por correntes neste patamar de baixas energias é a fundação

para construirmos os potenciais de interação entre duas part́ıculas fermiônicas de spin-1/2

ou entre duas part́ıculas bosônicas de spin-1, assunto do caṕıtulo seguinte.

Basicamente, o que queremos estudar neste caṕıtulo e no próximo é uma interação

entre duas part́ıculas (de spin-1/2 ou 1) através da troca de um bóson de spin-1 massivo,

ao ńıvel árvore, já que correções quânticas de loops não teriam contribuições significativas

no regime de baixas energias. A Figura 3.1 serve de suporte para análise de todas as

interações entre part́ıculas, sejam de spin-1/2 ou 1.

Vamos trabalhar no referencial do laboratório, que deve coincidir com o referencial de

centro de massa (CM) das part́ıculas, de forma que,

p1 = (E1, ~p− ~q/2), (quadri-momentum inicial da part́ıcula 1)

p′1 = (E1, ~p+ ~q/2), (quadri-momentum final da part́ıcula 1)

p2 = (E2,−~p+ ~q/2), (quadri-momentum inicial da part́ıcula 2)

p′2 = (E2,−~p− ~q/2), (quadri-momentum final da part́ıcula 2). (3.1)

É interessante trabalhar no referencial de CM, já que lidamos com apenas duas variáveis

de quadri-momentum p e q, ao invés de quatro, e elas podem ser escritas em função de p1
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e p′1, na forma

q = p′1 − p1

p =
p′1 + p1

2
. (3.2)

O vetor ~p é a média do momentum da part́ıcula 1 e ~q é o momentum transferido

pelo bóson intermediário, chamado de momentum transfer. O espalhamento trabalhado,

representado pela Figura 3.1, é perfeitamente elástico, e assim, devido à conservação de

energia podemos mostrar que q0 = 0 e que ~p · ~q = 0.

Vamos considerar o desenvolvimentos apenas das correntes associadas à part́ıcula 1,

observando que, neste caṕıtulo, não manteremos o rótulo 1 para a massa, nem para o

δ e nem para as matrizes de spin, apesar de mantê-lo para p1, já que se faz necessário

a diferenciação com p. Para as correntes associada à part́ıcula 2 o desenvolvimento é

análogo e o que vai ser alterado é ~p→ −~p e ~q → −~q.

Figura 3.1: Estrutura de vértices que ilustra a interação entre duas part́ıculas intermedi-

ada por outra de spin-1 e massa 6= 0.

3.1 Correntes de Spin-1/2

Antes de calcularmos as correntes, apresentamos as nossas convenções para a descrição

da part́ıcula de spin-1/2. A equação de Dirac, no espaço dos momenta, associada com a

energia positiva é

γµp1µu(p1)−mu(p1) = 0. (3.3)
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O espinor conjugado de Dirac é dado por ū ≡ u†γ0.

Sempre consideramos u = u(p− q/2) e ū = ū(p+ q/2).

Para as matrizes γ usamos a representação de Dirac:

γ0 =

 1 0

0 −1

 , γi =

 0 σi

−σi 0

 , γ5 =

 0 1

1 0

 . (3.4)

Temos ainda que

ulab =

 ξ

~σ· ~p1
E+m

ξ

 , u†lab =
(
ξ† ξ† ~σ· ~p1

E+m

)
. (3.5)

A nossa matriz de spin é dada por

Σµν ≡ − i
4

[γµ, γν ] . (3.6)

E, finalmente, definimos

δ ≡ ξ†ξ, (3.7)

〈~σ〉 ≡ ξ†~σξ, (3.8)

onde δ = 1 se o spin da part́ıcula se mantiver inalterado e δ = 0 caso se modifique.

Corrente Vetorial

A corrente conservada de Noether, que é extráıda a partir do lagrangeano de Dirac,

LDirac = iūγµ∂µu − mūu, é a corrente vetorial para férmions de spin-1/2 e pode ser

escrita como

JµV (s=1/2) = gV ūγ
µu, (3.9)

onde gV é a constante de acoplamento, que não é necessariamente a eletromagnética. Para

a componente temporal, temos,

J0
V (s=1/2) = gV ūγ

0u = gV u
†γ0γ0u = gV u

†u, (3.10)

de forma que, como ~q · ~p = 0 pela conservação de energia, ganhamos,

J0
V (s=1/2) = gV

{
δ

[
1 +

1

4m2

(
~p 2 − 1

4
~q 2

)]
+

i

4m2
(~q × ~p) · 〈~σ〉

}
. (3.11)
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Para a componente espacial de (3.9)

J iV (s=1/2) = gV ūγ
iu = gV u

†γ0γiu, (3.12)

assim,

J iV (s=1/2) = gV

{
ξ†
~σi~σ · (~p− ~q/2)

2m
ξ + ξ†

~σ · (~p+ ~q/2)~σi
2m

ξ

}
, (3.13)

de forma que,

J iV (s=1/2) = gV

[
δ

m
~pi −

i

2m
εijk~qj〈~σk〉

]
. (3.14)

Corrente Pseudo-Vetorial

A corrente pseudo-vetorial para férmions é definida por

JµPV (s=1/2) = gPV ūγ
µγ5u. (3.15)

Sua componente temporal pode ser facilmente desenvolvida pois ūγ0γ5u = u†γ5u, logo,

J0
PV (s=1/2) =

gPV
m

~p · 〈~σ〉. (3.16)

Para µ = i em (3.15), temos

J iPV (s=1/2) = gPV u
†γ0γiγ5u = gPV

[
ξ†~σiξ +

1

4m2
ξ†~σ · ~p′1~σi~σ · ~p1ξ

]
. (3.17)

Essas três matrizes σ que aparecem no segundo termo da equação acima levam a um

cálculo laborioso que resulta em,

~σ · ~p′1σi~σ · ~p1 = −~p 2σi +
~q 2

4
σi − i(~q × ~p)i + 2~pi(~p · ~σ)− ~qi

2
(~q · ~σ), (3.18)

e logo obtemos

J iPV (s=1/2) = gPV

{[
1− 1

4m2

(
~p 2 − 1

4
~q 2

)]
〈~σi〉 −

iδ

4m2
(~q × ~p)i +

+
1

2m2

[
(~p · 〈~σ〉) ~pi −

1

4
(~q · 〈~σ〉) ~qi

]}
. (3.19)
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Corrente Tensorial

Definimos a corrente tensorial fermiônica como

JµνT (s=1/2) = gT ūΣµνu (3.20)

Para µ = 0 e ν = i temos

J0i
T (s=1/2) =

−igT
4

(
u†γu− u†γ0γiγ0u

)
, (3.21)

onde obtemos,

J0i
T (s=1/2) =

igT
4m

~qiδ +
gT
2m

εijk ~pj〈 ~σk〉. (3.22)

Para µ = i e ν = j ganhamos a expressão

J ijT (s=1/2) = −igT
4
ξ†
{
−σiσj + σjσi +

1

4m2

[
~σ · ~p′1σiσj~σ · ~p1 − ~σ · ~p′1σjσi~σ · ~p1

]}
ξ (3.23)

que tornaria o cálculo bastante laborioso por causa das quatro matrizes σ que aparecem

em um só produto. Entretanto, ao desenvolver σiσj = δij + iεijkσk assim como σjσi =

δij − iεijkσk, obtemos,

J ijT (s=1/2) =
gT
2
ξ†
{
−εijkσk +

εijk
4m2

~σ · ~p′1σk~σ · ~p1
}
ξ, (3.24)

e lembrando do resultado (3.18), temos

J ijT (s=1/2) =
gT
2

{[
−1− 1

4m2

(
~p 2 − 1

4
~q 2

)]
εijk〈~σk〉 − εijk

iδ

4m2
(~q × ~p)k +

+ εijk
1

2m2

[
(~p · 〈~σ〉)~pk −

1

4
(~q · 〈~σ〉)~qk

]}
. (3.25)

Corrente Pseudo-Tensorial

A corrente pseudo-tensorial é definida novamente com o aux́ılio da matriz γ5,

JµνPT (s=1/2) = gPT ūiΣ
µνγ5u (3.26)

Para µ = 0 e ν = i temos,

J0i
PT (s=1/2) =

gPT
4
u†
(
γ0γ0γiγ5 − γ0γiγ0γ5

)
u

=
gPT
2

[
〈~σi〉 −

1

4m2
ξ†
(
~σ · ~p′1~σi~σ · ~p1

)
ξ

]
. (3.27)
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Analogamente aos casos da corrente pseudo-vetorial (3.19) e corrente tensorial (3.25), nos

deparamos com um termo que contém três matriz σ. Utilizando (3.18), podemos achar

o resultado facilmente. A corrente encontrada se diferencia apenas por não apresentar o

śımbolo de Levi-Civita e por uma mudança de sinal global em relação a equação (3.25):

J0i
PT (s=1/2) =

gPT
2

{[
1 +

1

4m2

(
~p 2 − 1

4
~q 2

)]
〈~σi〉+

iδ

4m2
(~q × ~p)i +

− 1

2m2

[
(~p · 〈~σ〉) ~pi −

1

4
(~q · 〈~σ〉) ~qi

]}
. (3.28)

E para finalizar as correntes fermiônicas, calculamos a componente totalmente espacial

de uma fonte pseudo-tensorial, ou seja, o caso em que µ = i e ν = j, de forma que

encontramos,

J ijPT (s=1/2) =
gPT
8m

ξ†
{
−(~σi ~σj)~σ · ~p1 + ~σ · ~p′1(~σi ~σj) + (~σj ~σi)~σ · ~p1 − ~σ · ~p′1(~σj ~σi)

}
ξ. (3.29)

Temos novamente um produto de três matrizes σ. No entanto, neste caso, com apenas

um momentum nos termos, o que facilita os cálculos e ganhamos,

J ijPT (s=1/2) =
igPT
4m

εijk ~qkδ +
gPT
2m

(~pi〈~σj〉 − ~pj〈~σi〉). (3.30)

Interessante notar que, para correntes de spin-1/2, não existem termos que apresentem

três momenta. De forma que todas as aproximações encontram-se no fato de ulab = ξ

~σ· ~p1
E+m

ξ

 ∼=
 ξ

~σ· ~p1
2m

ξ

. Apesar de estarmos querendo sondar a interação de part́ıculas

em baixas energias, os termos de segunda ordem nos momenta podem ser o diferencial

na comparação entre os potenciais de part́ıculas com diferentes spins e nos trazer alguma

informação relevante.

Vale ressaltar que os campos de spin-1/2 não necessitam de uma normalização, como

veremos ser necessário para o caso dos campos de spin-1. Observamos ainda que todas as

constantes de acoplamento das correntes desenvolvidas nesta seção são adimensionais, ou

seja, [gV ] = [gPV ] = [gT ] = [gPT ] = M0, diferentemente do que veremos na próxima seção

para o caso das correntes de spin-1.
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3.2 Correntes de Spin-1

Nesta seção, vamos considerar a descrição da part́ıcula de spin-1 pelo formalismo de

Proca, já que estamos considerando a part́ıcula como matéria sem nos preocupar com seu

propagador. Nossas considerações partem do lagrangeano abaixo,

L = −1

2
W ∗
µνW

µν +m2W ∗
µW

µ (3.31)

onde W µν = ∂µW ν−∂νW µ e analogamente W ∗µν = ∂µW ∗ν−∂νW ∗µ. Fazendo a variação

de (3.31) através de δW ∗
µ , encontramos a equação de campo

∂µW
µν +m2W ν = 0, (3.32)

que pode ser derivada para obtermos a relação,

∂µW
µ = 0. (3.33)

Essa última equação, chamada de condição subsidiária, é responsável por nos mostrar

que de fato o campo W µ carrega apenas três graus de liberdade, visto que desenvolvendo

(3.33) no espaço dos momenta temos W 0 = 1
E
~p1 · ~W .

Se considerarmos o referencial de repouso dessa part́ıcula, temos ~p1 = 0, e definindo

~Wrepouso ≡ ~ε podemos escrever,

W µ
repouso = (0,~ε). (3.34)

Interessante considerar primeiramente esse referencial, pois com uma transformação de

Lorentz para o referencial de laboratório, encontramos uma forma expĺıcita para essa

função de onda,

W µ
lab = NW

(
~p1 · ~ε
m

;~ε+
(~p1 · ~ε)~p1
m(E +m)

)
. (3.35)

Observamos que os operadores de spin que vamos usar nesta seção nada mais são do que

os geradores do grupo de Lorentz na representação (1
2
,1
2
), e são dados por

(Σµν)κλ = i(δµκδ
ν
λ − δ

µ
λδ

ν
κ). (3.36)

Sua parte espacial pode ser reescrita como,

(Σij)kl = εijn(Sn)kl, (3.37)
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onde (Sn)kl = iεkln. Definimos ainda o valor médio do spin,

~ε∗k(Sn)kl~εl ≡ 〈~Sn〉, (3.38)

e que

~ε∗ · ~εl = δ. (3.39)

Corrente Vetorial

A corrente conservada de Noether, calculada a partir da densidade de lagrangeano (3.31),

é exatamente a corrente vetorial abaixo.

JµV (s=1) = −igV (W ∗µνWν −W µνW ∗
ν ) , (3.40)

No final desta subseção vamos utilizá-la para obtenção do potencial de Coulomb, que por

sua vez é o guia para a fixação da constante de normalização. No espaço dos momenta

temos

JµV (s=1) = gV (W ∗µνWν +W µνW ∗
ν ) , (3.41)

onde agora W µν = pµ1W
ν − pν1W µ. Usamos a mesma, W , letra para representar o campo

nos dois espaço para não carregar a notação.

A decomposição de Gordon (vide [46] eq. (17)) apresenta um papel facilitador na

obtenção do limite não-relativ́ıstico das componentes da corrente vetorial para o spin-1.

Usando (3.2) e (3.36) temos que

JµV (s=1) = gV

(
2pµW ∗νWν + qν(W

∗νW µ −W ∗µW ν)
)

= gV

(
2pµW ∗νWν + iqνW

∗αW β(Σµν)αβ

)
, (3.42)

onde também utilizamos a condição subsidiária no espaço dos momenta, pµWµ = 0.

Neste ponto podemos fixar a constante de normalização NW . Vamos considerar o

conhecido potencial de Coulomb [61],

Vcoulomb(r) = g1g2
δ1δ2
4πr

, (3.43)
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onde g1 e g2 são constantes de acoplamento, e δi, i = 1, 2, tem valor igual a 1 se o spin

da part́ıcula se mantiver e 0 caso se modifique. Somente vamos abordar os potenciais de

forma mais abrangente no próximo caṕıtulo, no entanto, podemos calcular o potencial

eletromagnético considerando duas correntes vetoriais de spin-1 trocando um fóton (ver

Figura 3.1). Para calcular um potencial seguimos o seguinte procedimento: primeiro

calculamos a amplitude que é dada por

A = iJµ1 〈AµAν〉Jν2 , (3.44)

onde o propagador do fóton é 〈AµAν〉 = −iηµν/q2. Desenvolvendo, temos

A =
Jµ1 J2µ
q2

. (3.45)

As componentes das correntes Jµ1 e J2µ são aquelas encontradas fazendo µ = 0 e µ = i em

(3.42). Ressaltamos que somente para o cálculo das constantes de normalização vamos

desprezar termos da ordem O(v2/c2). Como J i1Ji2
∼= O(v2/c2) temos a amplitude dada

por:

A = −4m2gV 1gV 2N
4
W δ1δ2

1

~q2
(3.46)

De acordo com a primeira aproximação de Born, o potencial interpart́ıcula pode ser obtido

a partir da transformada de Fourier de uma amplitude calculada no espaço dos momenta,

V (r, v) = −
∫

d3~q

(2π)3
ei~q·~rA(q, ~p), (3.47)

onde ~r é o vetor que indica a posição relativa entre as fontes e ~p o momentum médio da

part́ıcula 1. Substituindo (3.46) em (3.47) temos

V (r) = 4m2gV 1gV 2N
4
W δ1δ2

∫
d3~q

(2π)3
ei~q·~r

1

~q2
. (3.48)

A integral que surge é dada por∫
d3~q

(2π)3
1

~q 2
ei~q·~r =

1

4πr
. (3.49)

Logo, o potencial de Coulomb tem a forma:

V (r) = 4m2gV 1gV 2N
4
W

δ1δ2
4πr

. (3.50)
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Igualando-o a (3.43), obtemos,

NW =
1√
2m

. (3.51)

De forma que nossa função de onda (3.35) fica:

W µ =
1√
2m

(
~p1 · ~ε
m

;~ε+
(~p1 · ~ε)~p1
m(E +m)

)
. (3.52)

E o complexo conjugado:

W ∗µ =
1√
2m

(
~p′1 · ~ε∗
m

; ~ε∗ +
(~p′1 · ~ε∗)~p′1
m(E +m)

)
. (3.53)

Utilizando os resultados (3.52) e (3.53) em (3.42), a parte temporal da corrente vetorial

no limite não-relativ́ıstico fica dada por,

J0
V (s=1) = −gV

[
δ + δ

(
~p 2

2m2
+

~q 2

8m2

)]
. (3.54)

Para o setor espacial, ganhamos,

J iV (s=1) = −gV
[
δ

m
~pi +

i

2m
εijk~qj〈~Sk〉

]
. (3.55)

As igualdades (3.54) e (3.55) são de fato aproximações para baixas energias, onde termos

de terceira ordem ou superior nos momenta foram desprezados.

Corrente Pseudo-Vetorial

A corrente axial (pseudo-vetorial) para o caso das part́ıculas de spin-1, é definida com o

aux́ılio do dual do tensor intensidade de campo W̃ µν ≡ 1
2
εµνκλWκλ, já que não temos aqui

a matriz γ5, como no caso fermiônico. O bilinear pseudo-vetorial tem então a seguinte

forma:

JµPV (s=1) = −igPV
[
W̃ ∗µνWν − W̃ µνW ∗

ν

]
. (3.56)

No espaço dos momenta ficamos com

JµPV (s=1) = gPV

[
W̃ ∗µνWν + W̃ µνW ∗

ν

]
. (3.57)
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Aqui, a decomposição de Gordon também desempenha um papel facilitador. Calculando-a

temos,

JµPV (s=1) =
igPV

2
εµνκλqν (Σκλ)αβW

αW ∗β. (3.58)

O limite não-relativ́ıstico para µ = 0 fica,

J0
PV (s=1) =

igPV
2

ε0ijkqiWmW
∗
nεjkl(Sl)

mn

= −igPV
4m

εijk~qi ~εm ~ε∗nεjkl(Sl)mn

=
igPV
2m

~qi ~εm ~ε∗n(Si)nm, (3.59)

de forma que podemos escrever,

J0
PV (s=1) =

igPV
2m

~q · 〈~S〉. (3.60)

Para a componente espacial, o cálculo fica um pouco mais longo, mas chegamos em,

J iPV (s=1) = − gPV
2m2

{[(
~p− 1

2
~q

)
· ~ε
]

(~q × ~ε ∗)i −
[(
~p+

1

2
~q

)
· ~ε ∗
]

(~q × ~ε)i
}
. (3.61)

Corrente Tensorial

O bilinear tensorial para part́ıcula de spin-1 é definido como

JµνT (s=1) = gTW
∗α(Σµν)αβW

β. (3.62)

Dispensamos qualquer decomposição de Gordon e calculamos diretamente o limite

não-relativ́ıstico de cada componente no espaço dos momenta. Para µ = 0 e ν = i temos,

J0i
T (s=1) = igT (W ∗0W i −W ∗iW 0)

J0i
T (s=1) =

igT
2m2

[
(~p+ ~q/2) · ~ε∗~εi − (~p− ~q/2) · ~ε~ε∗i

]
. (3.63)

Para µ = i e ν = j os cálculos ficam um pouco mais longos,

J ijT (s=1) = gT (Σij)klW
∗kW l

=
gT
2m

(Σij)kl

[(
~ε∗k +

(~p+ ~q/2) · ~ε∗(~p+ ~q/2)k
2m2

)(
~εl +

(~p− ~q/2) · ~ε(~p− ~q/2)l
2m2

)]
,

e utilizando as relações (3.36), (3.37) e (3.38), temos

J ijT (s=1) =
gT
2m

{
εijk〈 ~Sk〉+

i

2m2

[(
(~p+ ~q/2) · ~ε∗

)(
(~p+ ~q/2)i~εj − (~p+ ~q/2)j~εi

)
+

+
(

(~p− ~q/2) · ~ε
)(

(~p− ~q/2)j ~ε∗i − (~p− ~q/2)i~ε∗j

)]}
. (3.64)
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Corrente Pseudo-Tensorial

No caso do bilinear pseudo-tensorial, não podemos o definir através do tensor dual, de

forma que, com aux́ılio do śımbolo de Levi-Civita, definimos

JµνPT (s=1) =
gPT
2
εµνκλW ∗

α(Σκλ)
αβWβ. (3.65)

Assim como para a corrente tensorial, aqui também dispensamos qualquer decom-

posição de Gordon e calculamos diretamente o limite não-relativ́ıstico de cada compo-

nente no espaço dos momenta. Para µ = 0 e ν = i temos um cálculo bastante parecido

com (3.64),

J0i
PT (s=1) = εijk

gPT
4m

{
εjkl〈~Sl〉+

i

2m2

[(
(~p+ ~q/2) · ~ε∗

)(
(~p+ ~q/2)j ~εk − (~p+ ~q/2)k~εj

)
+

+
(

(~p− ~q/2) · ~ε
)(

(~p− ~q/2)k~ε∗j − (~p− ~q/2)j ~ε∗k

)]}
, (3.66)

e logo,

J0i
PT (s=1) =

gPT
4m

{
2〈~Si〉+

i

m2

[(
(~p+ ~q/2) · ~ε∗

)(
(~p+ ~q/2)× ~ε

)
i
+

−
(

(~p− ~q/2) · ~ε
)(

(~p− ~q/2)× ~ε∗
)
i

]}
, (3.67)

Para µ = i e ν = j ganhamos

J ijPT (s=1) =
igPT
2m2

εijk

(
(~p− ~q/2) · ~ε~ε∗k − (~p+ ~q/2) · ~ε∗~εk

)
. (3.68)

Ao finalizar o cálculo desta corrente, notamos que existe uma similaridade entre as com-

ponentes tensorial e pseudo-tensorial dos diferentes setores. Ou seja, a componente ten-

sorial 0i exibe uma correspondência com a componente pseudo-tensorial ij e vice-versa.

Isso tanto para as correntes de spin-1, quanto para aquelas de spin-1/2. Essa similari-

dade se reflete também nos potenciais. Como a corrente, em geral, deve ser adimensio-

nal, verificamos que as constantes de acoplamento têm as seguintes dimensões canônicas:

[gV ] = [gPV ] = 0 enquanto [gT ] = [gPT ] = 1.

3.3 Considerações Finais do Caṕıtulo

Todas as correntes foram constrúıdas de forma a serem bilineares em um dado campo e

em seu correspondente conjugado complexo. Notamos que as correntes bosônicas são de-
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finidas de forma que sempre apresentam uma derivada expĺıcita. Logo, em altas energias,

esse momentum deve dominar, mas não no limite não-relativ́ıstico. O caso fermiônico é

diferente e todos os momenta estão impĺıcitos nos campos. Essa derivada extra, no caso

das correntes de bósons, marca a diferença entre elas e as correntes de férmions. Isto

leva a consequências na forma em que essas fontes lidam com o setor de calibre. Esse

ponto ficará mais evidente na seção 4.4 do próximo caṕıtulo, onde vamos desenvolver uma

aplicação para as Equações de Maxwell ao se considerar part́ıculas bosônicas carregadas.

Preferimos deixar as análises f́ısicas para o caṕıtulo 4, mas já aqui podemos notar algumas

similaridades, como aquelas apresentadas pelas correntes tensorial e pseudo-tensorial de

cada spin, bem como algumas diferenças: vide as correntes vetoriais do spin-1/2 compara-

das com as do spin-1. O setor temporal do spin-1/2 tem um termo gerador de acoplamento

spin-orbita que não existe no caso do spin-1. Com todos os resultados encontrados no

decorrer deste caṕıtulo, estamos aptos a calcular os potenciais interpart́ıcula.
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Caṕıtulo 4

Potenciais de Interação

Interpart́ıcula

As correntes vetoriais são aquelas extráıdas diretamente dos lagrangeanos e chamadas de

correntes conservadas de Noether. Além desse bilinear, constrúımos outros no caṕıtulo

3, tanto para o caso de spin-1/2 quanto spin-1. Eles foram propostos de forma que se

transformassem sobre a operação de paridade de forma adequada, a depender se fossem

pseudo-vetorial, tensorial ou pseudo-tensorial. A observação que deve ser feita é que todas

essas correntes propostas anteriormente são conservadas, ou seja, devemos ter sempre

∂µJ
µ = 0 e no caso de rank-2 ∂µJ

µν = 0.

Neste caṕıtulo, vamos calcular os potenciais de fontes de spin-1/2 e 1, trocando um

bóson massivo de spin-1. Esta part́ıcula mediadora é descrita através do propagadores

calculados no caṕıtulo 2, (2.79) e (2.82), pois vai nos permitir trabalhar com as correntes

de rank-2 de forma que produziremos resultados muito mais ricos em relação a termos

dependentes do spin e da velocidade. Além de toda motivação dada na introdução para

se trabalhar com part́ıcula de spin-1 mediando as posśıveis novas interações, vale ressaltar

que três das quatro interações fundamentais da natureza são mediadas por part́ıculas de

spin-1. São doze os potenciais desenvolvidos, seis para cada spin, são eles: potencial

entre duas fontes vetoriais; entre uma vetorial e uma pseudo-vetorial; entre duas pseudo-

vetoriais; entre duas tensoriais; entre uma tensorial e uma pseudo-tensorial e finalmente

entre duas fontes pseudo-tensoriais.
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De acordo com a primeira aproximação de Born, o potencial interpart́ıcula pode ser

obtido a partir da transformada de Fourier de uma amplitude calculada no espaço dos

momenta,

V (r, v) = −
∫

d3~q

(2π)3
ei~q·~rA(q, ~p), (4.1)

onde ~r é o vetor que indica a posição relativa entre as fontes e ~p o momentum médio da

part́ıcula 1. Abaixo, enumeramos algumas integrais que vão ser necessárias no desenvol-

vimento deste caṕıtulo:∫
d3~q

(2π)3
1

~q 2 + a2
ei~q·~r =

e−ar

4πr
(4.2)∫

d3~q

(2π)3
~qi

~q 2 + a2
ei~q·~r =

i

4πr2
(1 + ar)~rie

−ar (4.3)∫
d3~q

(2π)3
~qi~qj

~q 2 + a2
ei~q·~r = − 1

4πr3

[
a2r2~ri~rj + (1 + ar)(3~ri~rj − δij)

]
e−ar. (4.4)

Este caṕıtulo é dividido em cinco seções, sendo a primeira e a segunda reservadas ao

cálculo dos potenciais associados a fontes de spin-1/2 e 1, respectivamente. A terceira

seção é destinada a discussão e a comparação entre os resultados obtidos. A seção 4.4

traz a discussão do caso eletromagnético. Por fim, na quinta seção, fazemos as conclusões

do caṕıtulo.

4.1 Fontes de Spin-1/2

Todas as fontes consideradas nesta seção se referem à part́ıcula de spin-1/2, de forma que

evitaremos carregar a notação com o rótulo (s = 1/2) nas correntes.

Potencial V-V

Vamos calcular o potencial entre duas fontes vetoriais. Para isto, primeiramente encon-

tramos a amplitude de espalhamento no espaço dos momenta. Esta amplitude é definida

por,

A = iJ1〈propagador〉J2. (4.5)
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No caso de fontes de rank-1, como é o caso da corrente vetorial temos,

A(s=1/2)
V−V = iJµ1V 〈AµAν〉J

ν
2V , (4.6)

onde o propagador é dado pela equação (2.79). Reescrevendo-o abaixo substituindo k

pelo momentum transfer temos,

〈AµAν〉 = − i

q2 −m2
0

ηµν + i

(
1

q2 −m2
0

+
α

q2

)
qµqν
q2

, (4.7)

onde m0 é a massa da part́ıcula intermediadora.

Como q0 = 0 e as correntes são conservadas temos,

A(s=1/2)
V−V = −iJµ1V

i

q2 −m2
0

ηµνJ
ν
2V

= − 1

~q 2 +m2
0

Jµ1V Jµ2V

= − 1

~q 2 +m2
0

(
J0
1V J

0
2V − J i1V J i2V

)
(4.8)

Vamos desenvolver separadamente J0
1V J

0
2V e J i1V J

i
2V . Usando (3.11) temos,

J0
1V J

0
2V = gV1 g

V
2

{
δ1δ2 +

δ1δ2~p
2

4m2
2

+
δ1δ2~p

2

4m2
1

− δ1δ2~q
2

16m2
2

− δ1δ2~q
2

16m2
1

+
iδ1

4m2
2

(~q × ~p) · 〈~σ〉2 +
iδ2

4m2
1

(~q × ~p) · 〈~σ〉1
}
, (4.9)

e usando (3.14) temos,

J i1V J
i
2V = gV1 g

V
2

{
−δ1δ2~p

2

m1m2

+
iδ1

2m1m2

εijk~pi~qj〈 ~σk〉2 +
iδ2

2m1m2

εijk~pi~qj〈 ~σk〉1 +

+
1

4m1m2

εijk~qj〈 ~σk〉1εilm~ql〈 ~σm〉2
}
. (4.10)

Podemos definir,

V
(s=1/2)
V−V = V1 + V2, (4.11)

onde,

V1 =

∫
d3~q

(2π)3
ei~q·~r

1

~q 2 +m2
0

(
J0
1V J

0
2V

)
, e (4.12)

V2 = −
∫

d3~q

(2π)3
ei~q·~r

1

~q 2 +m2
0

(
J i1V J

i
2V

)
. (4.13)
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Utilizando as integrais tabeladas (4.2), (4.3) e (4.4) obtemos V1,

V1 =
gV1 g

V
2

4π

e−m0r

r

{
δ1δ2

[
1 +

( 1

4m2
1

+
1

4m2
2

)(
~p 2 +

m2
0

4

)]
+

− (1 +m0r)

2r2
~L ·
(δ1〈 ~σ2〉

2m2
2

+
δ2〈 ~σ1〉
2m2

1

)}
. (4.14)

Utilizando novamente (4.2), (4.3) e (4.4) obtemos V2,

V2 =
gV1 g

V
2

4π

e−m0r

r

{
δ1δ2~p

2

m1m2

− (1 +m0r)

2r2
~L ·
(δ1〈 ~σ2〉
m1m2

+
δ2〈 ~σ1〉
m1m2

)
+

+
1

4m1m2

〈 ~σ1〉 · 〈 ~σ2〉
(
m2

0 +
m0

r
+

1

r2

)
+

− 1

4m1m2

(
〈 ~σ1〉 · r̂

)(
〈 ~σ2〉 · r̂

)(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)}
. (4.15)

De forma que ficamos com,

V
(s=1/2)
V−V =

gV1 g
V
2

4π

e−m0r

r

{
δ1δ2

[
1 +

~p 2

m1m2

+
( 1

4m2
1

+
1

4m2
2

)(
~p 2 +

m2
0

4

)]
+

− (1 +m0r)

2r2
~L ·
[(δ1〈 ~σ2〉

2m2
2

+
δ2〈 ~σ1〉
2m2

1

)
+
(δ1〈 ~σ2〉
m1m2

+
δ2〈 ~σ1〉
m1m2

)]
+

+
1

4m1m2

〈 ~σ1〉 · 〈 ~σ2〉
(
m2

0 +
m0

r
+

1

r2

)
+

− 1

4m1m2

(
〈 ~σ1〉 · r̂

)(
〈 ~σ2〉 · r̂

)(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)}
. (4.16)

Definimos o momentum angular orbital ~L ≡ ~r × ~p.

Potencial V-PV

O potencial entre uma fonte vetorial e outra pseudo-vetorial tem sua amplitude dada por,

A(s=1/2)
V−PV = − 1

~q 2 +m2
0

(
J0
1V J

0
2PV − J i1V J i2PV

)
. (4.17)

Com o aux́ılio de (3.11) e (3.16) calculamos

J0
1V J

0
2PV = −gV1 gPV2

δ1
m2

〈~σ〉2 · ~p, (4.18)

e com o aux́ılio de (3.14) e (3.19) temos

J i1V J
i
2PV = gV1 g

PV
2

{ δ1
m1

〈~σ〉2 · ~p−
i

2m1

εijk~qj〈 ~σk〉1〈~σi〉2
}
. (4.19)
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Finalmente, utilizando os resultados acima e as equações (4.2), (4.3) e (4.4) obtemos

V
(s=1/2)
V−PV = −g

V
1 g

PV
2

4π

{
~p · 〈~σ〉2

δ1
r

[
1

m1

+
1

m2

]
+

+
(1 +m0r)

2m1r2
[〈~σ1〉 × 〈~σ2〉] · r̂

}
e−m0r. (4.20)

Potencial PV-PV

A amplitude associada a duas correntes pseudo-vetorial tem a forma

A(s=1/2)
PV−PV = − 1

~q 2 +m2
0

(
J0
1PV J

0
2PV − J i1PV J i2PV

)
, (4.21)

e desenvolvendo separadamente J0
1PV J

0
2PV e J i1PV J

i
2PV , usando (3.16) e (3.19), temos

J0
1PV J

0
2PV = −gPV1 gPV2

(~p · 〈~σ〉1)(~p · 〈~σ〉1)
m1m2

, e (4.22)

J i1PV J
i
2PV =

gPV1 gPV2

4m2
2

[
−~p 2〈~σ〉1 · 〈~σ〉2 +

~q 2

4
〈~σ〉1 · 〈~σ〉2 − i〈~σ〉1 · (~q × ~p)δ2 +

+ 2(〈~σ〉1 · ~p)(〈~σ〉2 · ~p)− 2(〈~σ〉1 · ~q)(〈~σ〉2 · ~q)
]
+

+
gPV1 gPV2

4m2
1

[
−~p 2〈~σ〉1 · 〈~σ〉2 +

~q 2

4
〈~σ〉1 · 〈~σ〉2 − i〈~σ〉2 · (~q × ~p)δ1 +

+ 2(〈~σ〉1 · ~p)(〈~σ〉2 · ~p)−
1

2
(〈~σ〉1 · ~q)(〈~σ〉2 · ~q)

]
+

+ gPV1 gPV2 〈~σ〉1 · 〈~σ〉2. (4.23)

Com os desenvolvimentos acima e usando as integrais tabeladas (4.2), (4.3) e (4.4)

obtemos o potencial

V
(s=1/2)
PV−PV =

gPV1 gPV2

4π

e−m0r

r

{
〈 ~σ1〉 · 〈 ~σ2〉

[
−1 +

(~p 2

4
+
m2

0

16
+
m0

8r
+

1

8r2

)( 1

m2
1

+
1

m2
2

)]
+

−
(
〈 ~σ1〉 · ~p

)(
〈 ~σ2〉 · ~p

)( 1

m1m2

+
1

2m2
1

+
1

2m2
2

)
+

− (1 +m0r)

4r2
~L ·
(δ2〈 ~σ1〉

m2
2

+
δ1〈 ~σ2〉
m2

1

)
+

− 1

8

(
〈 ~σ1〉 · r̂

)(
〈 ~σ2〉 · r̂

)( 1

m2
1

+
1

m2
2

)(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)}
, (4.24)

que apresenta interação spin-orbita, como no caso do potencial V-V. No entanto, aqui

surgem menos termos exibindo esse comportamento.
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Potencial T-T e Potencial PT-PT

Para desenvolver as amplitudes associadas a duas correntes de rank-2, devemos utilizar o

propagador encontrado em (2.82). Substituindo o k pelo momentum transfer, ele fica,

〈BµνBκλ〉 =
i

(q2 −m2
0)

(P 1
b )µν,κλ +

2iβ

q2
(P 1

e )µν,κλ. (4.25)

A amplitude de espalhamento para duas correntes de rank-2 é dada por

A(s=1/2)
X−Z = iJµν〈BµνBκλ〉Jκλ. (4.26)

Devido à conservação de corrente, o setor longitudinal do propagador não contribui, e

logo,

A(s=1/2)
X−Z = iJµν

i

(q2 −m2
0)

(P 1
b )µν,κλJ

κλ, (4.27)

desenvolvendo, obtemos,

A(s=1/2)
X−Z = − 1

(q2 −m2
0)
Jµν1 J2µν ,

A(s=1/2)
X−Z =

1

(~q 2 +m2
0)

(−2J0i
1XJ

0i
2Z + J ij1XJ

ij
2Z). (4.28)

Onde os ı́ndices X e Z podem ser substitúıdos por Tensorial ou Pseudo-Tensorial, ou seja,

X − Z = T − T , ou = PT − PT , ou = T − PT . De fato, o resultado (4.28) pode ser

usado para a obtenção de todos os potenciais associados a duas correntes de rank-2, seja

de spin-1/2 ou spin-1.

Vamos agora calcular o potencial interpart́ıcula entre duas fontes tensoriais. A ampli-

tude fica,

A(s=1/2)
T−T =

1

(~q 2 +m2
0)

(−2J0i
1TJ

0i
2T + J ij1TJ

ij
2T ). (4.29)

Desenvolvendo J0i
1TJ

0i
2T temos,

J0i
1TJ

0i
2T = gT1 g

T
2

{
~q 2δ1δ2

16m1m2

− iδ1
8m1m2

~q · (~p× 〈~σ〉2)−
iδ2

8m1m2

~q · (~p× 〈~σ〉1) +

− 1

4m1m2

~p 2(〈~σ〉1 · 〈~σ〉2) +
1

4m1m2

(~p · 〈~σ〉1)(~p · 〈~σ〉2)
}
. (4.30)
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Desenvolvendo J ij1TJ
ij
2T temos,

J ij1TJ
ij
2T =

gT1 g
T
2

4

{
2〈~σ〉1 · 〈~σ〉2 −

2

4m2
2

〈~σk〉1
[
− ~p 2〈~σk〉2 +

~q 2

4
〈~σk〉2 − i(~q × ~p)kδ2 +

+ 2~pk(~p · 〈~σ〉2)−
~qk
2

(~q · 〈~σ〉2)
]
− 2

4m2
1

[
− ~p 2〈~σk〉1 +

~q 2

4
〈~σk〉1 +

− i(~q × ~p)kδ1 + 2~pk(~p · 〈~σ〉1)−
~qk
2

(~q · 〈~σ〉1)
]
〈~σk〉2

}
. (4.31)

Da mesma forma feita anteriormente nesta seção, podemos definir,

V
(s=1/2)
T−T = V1T−T + V2T−T , (4.32)

onde,

V1T−T =

∫
d3~q

(2π)3
ei~q·~r

1

~q 2 +m2
0

(
2J0i

1TJ
0i
2T

)
, e (4.33)

V2T−T = −
∫

d3~q

(2π)3
ei~q·~r

1

~q 2 +m2
0

(
J ij1TJ

ij
2T

)
. (4.34)

Utilizando o resultado encontrado para J0i
1TJ

0i
2T e as integrais (4.2), (4.3) e (4.4) obtemos

V1T−T , dado por

V1T−T =
gT1 g

T
2 e
−m0r

4πr

{
1

2m1m2

[
(~p · 〈~σ〉1)(~p · 〈~σ〉2)− ~p 2〈~σ〉1 · 〈~σ〉2 −

δ1δ2m0

4

]
+

+
(1 +m0r)

4r2m1m2

~L ·
(
〈~σ〉2δ1 + 〈~σ〉1δ2

)}
. (4.35)

Utilizando o resultado encontrado para J ij1TJ
ij
2T e as integrais (4.2), (4.3) e (4.4) obtemos

V2T−T , dado por

V2T−T = −g
T
1 g

T
2 e
−m0r

8πr

{
〈~σ〉1 · 〈~σ〉2

[
1 +

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
~p 2

4
+
m0

16
+

(1 +m0r)

8r2

)]
+

− (~p · 〈~σ〉1)(~p · 〈~σ〉2)
(

1

m2
1

+
1

m2
2

)
−(1 +m0r)

4r2
~L ·
(
δ2
m2

2

〈~σ〉1 +
δ1
m2

1

〈~σ〉2
)

+

− 1

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)
(r̂ · 〈~σ〉1)(r̂ · 〈~σ〉2)

}
. (4.36)

Somando (4.35) com (4.36), encontramos,

V
(s=1/2)
T−T =

gT1 g
T
2 e
−m0r

8πr

{
−〈~σ〉1 · 〈~σ〉2

[
1 +

~p 2

m1m2

+

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
~p 2

4
+
m0

16
+

(1 +m0r)

8r2

)]
+

+
(1 +m0r)

2r2
~L ·
[(δ2〈~σ〉1

2m2
2

+
δ1〈~σ〉2
2m2

1

)
+
(δ2〈~σ〉1
m1m2

+
δ2〈~σ〉2
m1m2

)]
+

+

(
~p · 〈~σ〉1

)(
~p · 〈~σ〉2

)(
1

m2
1

+
1

m2
2

+
1

m1m2

)
− δ1δ2m0

4m1m2

+

+
1

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
r̂ · 〈~σ〉1

)(
r̂ · 〈~σ〉2

)(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)}
. (4.37)
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Interessante notar, a partir das correntes pseudo-tensorial (3.28) e (3.30), que, a menos

das constantes de acoplamento, temos

J0i
PTJ

0i
PT ∝

1

2
J ijT J

ij
T , (4.38)

e

J ijPTJ
ij
PT ∝ 2J0i

T J
0i
T . (4.39)

De forma que a amplitude PT-PT fica,

A(s=1/2)
PT−PT =

1

(~q 2 +m2
0)

(−2J0i
1PTJ

0i
2PT + J ij1PTJ

ij
2PT ).

∝ 1

(~q 2 +m2
0)

(−J ij1TJ
ij
2T + 2J0i

1TJ
0i
2T )

∝ −A(s=1/2)
T−T , (4.40)

o que resultada em potenciais iguais a menos de um sinal global e das constantes de

acoplamento

V
(s=1/2)
PT−PT ∝ −V

(s=1/2)
T−T . (4.41)

De fato, podemos escrever exatamente,

V
(s=1/2)
PT−PT = −g

PT
1 gPT2 e−m0r

8πr

{
−〈~σ〉1 · 〈~σ〉2

[
1 +

~p 2

m1m2

+

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
~p 2

4
+
m0

16
+

(1 +m0r)

8r2

)]
+

+
(1 +m0r)

2r2
~L ·
[(δ2〈~σ〉1

2m2
2

+
δ1〈~σ〉2
2m2

1

)
+
(δ2〈~σ〉1
m1m2

+
δ2〈~σ〉2
m1m2

)]
+

+

(
~p · 〈~σ〉1

)(
~p · 〈~σ〉2

)(
1

m2
1

+
1

m2
2

+
1

m1m2

)
− δ1δ2m0

4m1m2

+

+
1

8

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
r̂ · 〈~σ〉1

)(
r̂ · 〈~σ〉2

)(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)}
. (4.42)

Ao comparar os resultados (4.37) e (4.42) com os mesmos potenciais encontrados em [25],

percebemos que aqui surgem muito mais acoplamentos. Este fato é devido aos termos de

segunda ordem que foram mantidos nesta tese.
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Potencial T-PT

O potencial interpart́ıcula entre uma corrente tensorial e outra pseudo-tensorial, até

segunda ordem nos momenta, é exatamente igual àquele resultado encontrado na re-

ferência [25], onde apenas os termos lineares são considerados.

V
(s=1/2)
T−PT =

gT1 g
PT
2 e−m0r

8πr

{(
1

m1

+
1

m2

)
~p · (〈~σ〉1 × 〈~σ〉2) +

+
(1 +m0r)

2r

(
δ2〈~σ〉1
m2

− δ1〈~σ〉2
m1

)
·r̂
}
. (4.43)

4.2 Fontes de Spin-1

Nesta seção, devemos proceder de forma análoga à seção 4.1. No entanto, agora vamos

calcular os potenciais associados às fontes de spin-1. Novamente, vamos evitar o rótulo

(s = 1) usado no caṕıtulo 3 para as correntes bosônicas, mas vamos mantê-lo para as

amplitudes e potenciais.

Observando as equações (3.54), (3.55), (3.60), (3.61), utilizando as integrais (4.2), (4.3)

e (4.4), considerando o propagador (4.7) e procedendo de forma similar à seção passada,

somos capazes de encontrar os Potenciais V-V, V-PV e PV-PV associados às fontes de

spin-1. A amplitude para estes três casos é a mesma encontrada para o spin-1/2, ou seja,

A(s=1)
X−Z = − 1

~q 2 +m2
0

(
J0
1XJ

0
2Z − J i1XJ i2Z

)
, (4.44)

onde os ı́ndices X e Z representam fontes Vetoriais ou Pseudo-Vetoriais, agora de spin-1.

Neste contexto, que encontramos os seguintes potenciais:

Potencial V-V

V
(s=1)
V−V =

gV1 g
V
2

4π

e−m0r

r

{
δ1δ2

[
1 +

~p 2

m1m2

+

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
~p 2

2
− m2

0

8

)]
+

+
(1 +m0r)

2m1m2r2
~L ·
(
δ1〈~S〉2 + δ2〈~S〉1

)
+

+
1

4m1m2

(
m2

0 +
m0

r
+

1

r2

)
〈~S〉1 · 〈~S〉2 +

− 1

4m1m2

(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)(
r̂ · 〈~S〉1

)(
r̂ · 〈~S〉2

)}
; (4.45)
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Potencial V-PV

V
(s=1)
V−PV = −g

V
1 g

PV
2 δ1

8πm2

(1 +m0r)e
−m0r

r2
r̂ · 〈~S〉2; (4.46)

Potencial PV-PV

V
(s=1)
PV−PV = − gPV1 gPV2

16πm1m2

e−m0r

r

{(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)(
r̂ · 〈~S〉1

)(
r̂ · 〈~S〉2

)
+

−
(
m0

r
+

1

r2

)
〈~S〉1 · 〈~S〉2

}
. (4.47)

Observando as equações (3.63), (3.64), (3.67), (3.68), utilizando as integrais (4.2), (4.3)

e (4.4), considerando o propagador (4.25) e procedendo de forma análoga ao que já foi

feito anteriormente, encontramos os Potenciais T-T, T-PT e PT-PT associados a fontes

de spin-1. A amplitude para estes três casos é a mesma encontrada para o spin-1/2, isto

é,

A(s=1)
X−Z =

1

(~q 2 +m2
0)

(−2J0i
1XJ

0i
2Z + J ij1XJ

ij
2Z). (4.48)

onde os ı́ndices X e Z representam fontes Tensoriais ou Pseudo-Tensoriais, neste caso, de

spin-1. De forma que encontramos os seguintes potenciais:

Potencial T-T

V
(s=1)
T−T = − gT1 g

T
2

2m2
1m

2
2

{{
(~p · ~ε1)

[(
~p · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · ~ε2

)
− (~p · ~ε2)

(
~ε∗1 · ~ε∗2

)]
+ C.C.

}
+

+
{[(

~p · ~ε1
)[(

r̂/2 · ~ε∗2
)(
~ε∗1 · ~ε2

)
+
(
r̂/2 · ~ε2

)(
~ε∗1 · ~ε∗2

)]
− C.C.

]
+

+
[(
r̂/2 · ~ε1

)[
−
(
~p · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · ~ε2

)
+
(
~p · ~ε2

)(
~ε∗1 · ~ε∗2

)]
− C.C.

]}i(1 +m0r)

r
+

+
{[
m2

0r
2 + 3(1 +m0r)

][(
~ε1 · ~ε2

)(
~ε∗1 · r̂

)(
~ε∗2 · r̂

)
+
(
~ε1 · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · r̂

)(
~ε2 · r̂

)
+ C.C.

]
+

− (1 +m0r)
[(
~ε1 · ~ε2

)(
~ε∗1 · ~ε∗2

)
+
(
~ε1 · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · ~ε2

)
+ C.C.

]} 1

4r2
+

+ m1m2〈 ~S1〉 · 〈 ~S2〉
}
e−m0r

4πr
; (4.49)
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Potencial T-PT

V
(s=1)
T−PT =

igT1 g
PT
2

2m2
1m

2
2

e−m0r

4πr

{[
m2(~p · ~ε∗1)(~ε1 · 〈 ~S2〉) +m1(~p · ~ε∗2)(~ε2 · 〈 ~S1〉)− C.C.

]
+

+
[
m2(r̂/2 · ~ε∗1)(~ε1 · 〈 ~S2〉) +m1(r̂/2 · ~ε∗2)(~ε2 · 〈 ~S1〉) + C.C.

] i(1 +m0r)

r

}
; (4.50)

Potencial PT-PT

V
(s=1)
PT−PT =

gPT1 gPT2

2m2
1m

2
2

{{
(~p · ~ε1)

[(
~p · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · ~ε2

)
− (~p · ~ε2)

(
~ε∗1 · ~ε∗2

)]
+ C.C.

}
+

+
{[(

~p · ~ε1
)[(

r̂/2 · ~ε∗2
)(
~ε∗1 · ~ε2

)
+
(
r̂/2 · ~ε2

)(
~ε∗1 · ~ε∗2

)]
− C.C.

]
+

+
[(
r̂/2 · ~ε1

)[
−
(
~p · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · ~ε2

)
+
(
~p · ~ε2

)(
~ε∗1 · ~ε∗2

)]
− C.C.

]}i(1 +m0r)

r
+

+
{[
m2

0r
2 + 3(1 +m0r)

][(
~ε1 · ~ε2

)(
~ε∗1 · r̂

)(
~ε∗2 · r̂

)
+
(
~ε1 · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · r̂

)(
~ε2 · r̂

)
+ C.C.

]
+

− (1 +m0r)
[(
~ε1 · ~ε2

)(
~ε∗1 · ~ε∗2

)
+
(
~ε1 · ~ε∗2

)(
~ε∗1 · ~ε2

)
+ C.C.

]} 1

4r2
+

+ m1m2〈 ~S1〉 · 〈 ~S2〉
}
e−m0r

4πr
. (4.51)

Já hav́ıamos notado uma semelhança entre os diferentes setores das correntes tensoriais

e pseudo-tensoriais de ambos spin no caṕıtulo 3. Vejamos agora como isto se refletiu nos

potenciais: o caso PT-PT é igual ao T-T a menos de um sinal global e das constantes de

acoplamento. O mesmo resultado encontra-se no caso do spin-1/2, vide equação (4.41).

A diferença no sinal tem uma explicação. O setor 〈BijBkl〉 do propagador troca um spin-1

off-shell, enquanto o setor 〈B0iB0j〉 troca um spin-0, também off-shell. Ou seja, o setor

do potencial interpart́ıcula entre duas fontes pseudo-tensoriais que troca um escalar é

o mesmo do setor do potencial interpart́ıcula entre duas fontes tensoriais que troca um

spin-1 e vice-versa. É sabido que a troca de part́ıculas escalares ou bosônicas de spin-1

por fontes de cargas iguais tem comportamentos distintos, criando um potencial atrativo

ou repulsivo respectivamente, o que explica a diferença no sinal global.

Antes de entrar na seção de Discussão, mencionamos um fato interessante. O potencial

T-PT exibe um novo tipo de interação do spin. A interação da matriz de spin com o

próprio vetor de polarização do spin. Esta é um interação nova, não vista em caso algum

de potencial por fontes de spin-1/2.
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4.3 Discussão

Considerar termos até a segunda ordem nos momenta acaba gerando um potencial entre

fontes vetoriais dependente dos spins e da velocidade. Se tivéssemos desprezado os termos

de segunda ordem teŕıamos VV−V = g2δ1δ2
e−im0r

4πr
, independente das fontes. No entanto, ao

considerar a ordem quadrática, surgem interações entre fontes de spin-1/2 do tipo ~σ1 ·~σ2,

(~σ1 · r̂)(~σ2 · r̂) e ~L ·(~σ1 +~σ2), assim como entre fontes de spin-1 surgem ~S1 · ~S2, (~S1 · r̂)(~S2 · r̂)

e ~L · (~S1 + ~S2).

Além disso, ainda analisado a interação V-V, percebemos que o potencial gerado a

partir de fontes de spin-1/2 exibe mais termos de interação spin-orbita do que o mesmo

tipo de potencial gerado por fontes de spin-1. Esta diferença de comportamento já poderia

ser prevista desde a obtenção dos bilineares, já que a corrente fermiônica apresenta um

termo de produto vetorial entre momenta que a corrente bosônica não tem. Ou seja,

agora percebemos diferenças nos potenciais V-V entre fontes de spin-1/2 e de spin-1 que

vão além dos valores das constantes de acoplamento. Em experimentos com alta precisão

esse resultado pode ser de grande valia.

Outra caracteŕıstica interessante ao considerar termos de ordem quadrática está nos

potenciais PV-PV do caso de spin-1/2. Comparando o resultado (4.24) com a equação

(10) da referência [25] que despreza termos de segunda ordem nos momenta, percebemos

uma grande incongruência. Além da interação ~σ1 · ~σ2, que aparece em ambos os casos,

surgem aqui interações de spin do tipo (~σ1 ·~p)(~σ1 ·~p), e como no caso do VV−V , (~σ1 · r̂)(~σ1 · r̂)

e ~L · (~σ1 + ~σ2).

Essa maior quantidade de interações também atinge os potenciais T-T e PT-PT entre

fontes de spin-1/2. No caso T-T, se considerarmos apenas a primeira ordem nos momenta

(ver equação (26) de [25]) somente temos a interação de spin do tipo ~σ1 · ~σ2. Por outro

lado, ao consideramos a ordem quadrática, surgem as outras interações já mencionadas:

(~σ1 · ~p)(~σ1 · ~p), (~σ1 · r̂)(~σ1 · r̂) e ~L · (~σ1 + ~σ2).

Comparando os resultados entre fontes de spin-1/2 e spin-1 de potenciais PV-PV, a

diferença marcante se encontra no não aparecimento de interação spin-orbita para fontes

bosônicas. Observamos que essa interação tem duas origens diferentes. A primeira delas
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é reservada apenas para potenciais formados a partir de componentes de corrente que

tenham termos do tipo (~q×~p)
m2 ou (~q×~p)

m2 ·spin. Este é o caso dos seguintes potenciais formados

por fontes de spin-1/2: V-V, PV-PV, T-T e PT-PT. Esse acoplamento é caracterizado por

ter m2
1 e m2

2 nos denominadores dos termos dos potenciais. A segunda delas é reservada

àqueles potenciais formados por componentes de corrente do tipo ~p
m

+ ~qspin
m

ou ~q
m

+ ~pspin
m

.

Este é o caso dos seguintes potenciais formados por fontes de spin-1/2: V-V, T-T e PT-

PT. É também o caso do potencial V-V formado por fontes de spin-1. Esse acoplamento

é identificado nos potenciais por termos que sempre carregam m1m2 nos denominadores.

O potencial PV-PV por fontes de spin-1 não é formado por nenhuma corrente que tenha

termos dos tipo mencionados.

Os potenciais T-T, T-PT e PT-PT formado a partir de fontes bosônicas têm vários

termos com as polarizações surgindo explicitamente. Esta situação foge do padrão dos

resultados encontrados. No entanto, o fato do potencial T-T ser oposto à PT-PT, com-

portamento igual ao caso desses potenciais gerados por fontes fermiônicas, ratifica nosso

resultado. A questão é que já era esperado esse comportamento dos potenciais bosônicos

T-T e PT-PT, pois a componente 0i da corrente T é análoga à componente ij da corrente

PT. E este comportamento das correntes já era visto no caso fermiônico.

Analisamos ainda aqueles potenciais gerados por fontes de spin-1, que misturam uma

corrente de rank-1 com outra de rank-2, a fim de comparar com os resultados de [25].

Utilizando o propagador (2.83), encontramos a seguinte expressão para a amplitude,

AX−Z =
i√

2m0

(
1

~q 2
− 1

~q 2 +m2
0

)(
2J i1XJ

0j
2Z − J

0
1XJ

ij
2Z

)
εijk~qk, (4.52)

onde agora X poderá ser Vetorial ou Pseudo-Vetorial e Z Tensorial ou Pseudo-Tensorial.

Dos quatro potenciais calculados, destacamos três deles. O potencial V-T, que tem

sua forma quase que idêntica ao caso do spin-1/2, vide equação (29) de [25],

V
(s=1)
V−T =

gV1 g
T
2 δ1

4
√

2πm0m2

〈 ~S2〉 · r̂
r2

(
1− (1 +m0r)e

−m0r
)
. (4.53)

O potencial PV-T, que é totalmente diferente do caso de spin-1/2, mas que curiosa-

mente é bem similar ao caso PV-PV por fontes de spin-1, confira equação acima (4.47). Ao

analisar as correntes de spin-1 PV e T, percebemos que suas componentes são parecidas
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e isso se refletiu nos potenciais.

V
(s=1)
PV−T =

gPV1 gT2
8
√

2πr3m0m1m2

{(
(3 + 3m0r +m2

0r
2)e−m0r − 3

)(
〈 ~S1〉 · r̂

)(
〈 ~S2〉 · r̂

)
+

−
(

(1 +m0r)e
−m0r − 1

)(
〈 ~S1〉 · 〈 ~S2〉

)}
. (4.54)

Por último, destacamos o potencial V-PT por ser muito similar ao caso desse mesmo

potencial gerado por fontes de spin-1/2, vide equação (32) de [25]. Todas as interações

de spin do caso fermiônico estão presentes no caso bosônico, inclusive a interação ~L · ~S2,

que é, especificamente, do momentum angular orbital com a matriz de spin da segunda

corrente (aquela que carrega a simetria pseudo-tensorial).

V
(s=1)
V−PT =

gV1 g
PT
2√

2m0m1m2
2

{
δ1m1

4πr3

[
(~ε′2 · r̂)(~ε2 · r̂)e−m0r

(
3− (3 + 3m0r +m2

0r
2)
)

+

+ δ2

(
(1 +m0r)e

−m0r − 1
)]

+
iδ1m1

4πr2

[
(~P · ~ε2)(r̂ · ~ε′2)− C.C.

](
1− (1 +m0r)e

−m0r
)

+

+
δ1m2

4πr3

(
~L · 〈 ~S2〉

)[
(1 +m0r)e

−m0r − 1
]

+

+
m2

8πr3

[(
3− (3 + 3m0r +m2

0r
2)e−m0r

)
(〈 ~S1〉 · r̂)(〈 ~S2〉 · r̂) +

+
(

(1 +m0r +m2
0r

2)e−m0r − 1
)
〈 ~S1〉 · 〈 ~S2〉

]}
. (4.55)

O potencial PV-PT, gerado por fontes de spin-1, somente traz contribuições de ordem

superior: V
(s=1)
PV−PT = O(v3/c3) +O(v5/c5).

No final da seção 4.2 pontuamos que o potencial T-PT exibe um novo tipo de interação

de spin, entre a matriz e o próprio vetor de polarização de spin. Este acoplamento não

é visto em caso algum de potencial por fontes de spin-1/2. É bom, entretanto, chamar

a atenção para as interações que aparecem apenas nos potenciais gerados por fontes de

spin-1/2, são elas: ~p · ~σ, (~σ1 × ~σ2) · r̂, (~σ1 × ~σ2) · ~p e (~p · ~σ1)(~p · ~σ2). Este último é apenas

encontrado no caso PV-T e não está explicitado nesta tese, porém pode ser encontrado

em [25] equação (30). Os casos de interação de spin que aparecem em ambos potenciais,

gerados por fontes de spin-1/2 ou spin-1, são: ~σ1 · ~σ2 ou ~S1 · ~S2; ~σ · r̂ ou ~S · r̂; e ~L · ~σ ou

~L · ~S. Os potenciais gerados por fontes de spin-1/2 ou spin-1 foram bem caracterizadas.

Deixamos claro quais são os acoplamentos comum aos dois tipos de potenciais e quais são

aqueles peculiares a apenas um dos tipos de potencial. As diferenças podem auxiliar, por
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exemplo, na determinação do tipo de fonte de um determinado experimento onde não se

tenha inicialmente essa informação.

4.4 O Caso Eletromagnético

Todos os potenciais que calculamos acima trocam uma part́ıcula de spin-1 massiva. Se

considerássemos essa part́ıcula mediadora sem massa, seu propagador seria o do fóton, e

teŕıamos, por exemplo, o potencial V-V em primeira ordem nos momenta dado por,

VV−V =
gV1 g

V
2

4πr
δ1δ2, (4.56)

tanto para férmions, quanto para bósons. Podemos concluir que a interação eletro-

magnética depende apenas das cargas? A massa e o spin não influenciam? Para responder

essas questões vamos considerar o lagrangeano de Maxwell,

LMaxwell = −1

4
FµνF

µν − JµAµ, (4.57)

que aplicando o prinćıpio variacional resulta na equação:

∂µF
µν = Jν . (4.58)

A teoria macroscópica não se interessa por quem forma a corrente J . O caso padrão

é uma corrente composta por férmions, de forma que teŕıamos o lagrangeano,

LDiracMaxwell = −1

4
FµνF

µν + iψ̄γµ(∂µ + ieqAµ)ψ −mψ̄ψ. (4.59)

Variando este lagrangeano em relação ao campo de calibre Aµ ganhamos,

∂µF
µν = eqψ̄γνψ, (4.60)

onde a corrente é explicitamente formada por matéria fermiônica.

Quando consideramos a matéria formada por bósons, as equações de Maxwell são

alteradas. O caso mais simples é do spin-0. Considerando o lagrangeano,

LφMaxwell = −1

4
FµνF

µν − (Dµφ∗)(Dµφ) +m2φ∗φ, (4.61)
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onde Dµ = ∂µ + ieqAµ, e variando com respeito a Aµ, temos,

∂µF
µν = −ieq (φ∂νφ∗ + φ∗∂νφ) + 2e2q2Aν(φ∗φ). (4.62)

Analisando a equação acima, já fica evidente como as equações de Maxwell foram altera-

das. Comparando as equações (4.60) e (4.62), percebemos que as correntes apresentam

um termo em comum, no entanto, a corrente bosônica revela o aparecimento de um se-

gundo termo que acopla, além da carga, a densidade de matéria, ao eletromagnetismo.

O caso escalar já começa a responder a nossa pergunta inicial, quando revela uma de-

pendência da massa no acoplamento eletromagnético. E o spin? Existe alguma influência

do spin na interação eletromagnética? Para responder essa questão vamos desenvolver o

caso vetorial.

Para matéria composta por part́ıculas de spin-1, o lagrangeano tem a forma,

LWMaxwell = −1

4
FµνF

µν − 1

2
W ′∗
µνW

′µν +m2W ∗
µW

µ + ieW ∗
µWνF

µν , (4.63)

onde W ′µν = DµW ν − DνW µ e Dµ = ∂µ + ieqAµ. Como estamos considerando o caso

eletromagnético, é necessário que se acrescente o termo de acoplamento não-mı́nimo,

que surge naturalmente da Teoria Eletrofraca de Salam, Weinberg e Glashow [57]. De

fato, dentro desta teoria que é não-Abeliana, este termo pode ser considerado como um

acoplamento mı́nimo. O que estamos fazendo é considerar um recorte desta teoria mais

ampla, já que queremos trabalhar apenas com o eletromagnetismo.

Variando (4.63) com respeito a Aµ, ganhamos a seguinte equação:

∂µF
µν = −ieq

(
W ∗νµWµ −W νµW ∗

µ

)
− 2e2q2Aν(W ∗µWµ)

+ e2q2Aµ(W ∗
µW

ν +W ∗νWµ)− ieq∂µ(W ∗νW µ −W ∗µW ν), (4.64)

onde W νµ = ∂νW µ−∂µW ν . As equações de Maxwell (4.64) alteram (4.60), através de três

novos termos. Além da parte da corrente já conhecida, Jν = ieq
(
W ∗νµWµ −W νµW ∗

µ

)
,

que faz o papel das cargas e correntes usuais como no caso fermiônico, temos dois novos

termos acoplados com os potenciais eletromagnético escalar e vetor, e um novo termo

advindo do acoplamento não-mı́nimo. Os dois primeiros não contribuem a ńıvel de árvore,
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pois apresentam três campos, mas contribuem para efeito em fenômenos com energias mais

altas, onde deve-se considerar loops quânticos. Diferentemente, o último termo contribui

no potencial V-V induzido pela troca de um fóton já a ńıvel de árvore. A corrente vetorial

de spin-1 corrigida com o termo de acoplamento não-mı́nimo, no espaço dos momenta,

tem a forma,

J ′µV (s=1)/q = e(W ∗µνWν +W µνW ∗
ν ) + ieqνW

∗κW λ(Σµν)κλ. (4.65)

Vamos utilizar esta corrente para calcular o potencial V-V. Antes, no entanto, devemos

explicitar o limite NR da corrente (4.65). Para µ = 0 e µ = i, temos respectivamente:

J ′0V (s=1) = −e
[
δ + δ

(
~p 2

2m2
+

~q 2

8m2

)]
+

e

2m2

[
i(~q × ~p) · 〈~S〉+ (~q · ~ε ∗)(~q · ~ε)

]
(4.66)

J ′iV (s=1) = −e
[
δ

m
~pi +

i

m
εijk~qj〈~Sk〉1

]
. (4.67)

Comparando os resultados acima com as correntes (3.54) e (3.55), vemos novos termos

devido ao acoplamento não-mı́nimo em (4.66), além do fator 2 que aparece em (4.67).

Estas alterações vão refletir no potencial V-V calculado abaixo.

Primeiramente, consideramos um fóton massivo, já que é interessante também com-

parar esse novo potencial com o caso já calculado, (4.45).

V mass
V−V eletro

=
e2q2

4π

e−m0r

r

{
δ1δ2

[
1 +

~p 2

m1m2

+

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)(
~p 2

2
− m2

0

8

)]
+

+
(1 +m0r)

r2
~L ·

[
1

m1m2

(
δ1〈~S〉2 + δ2〈~S〉1

)
+

(
δ1〈~S〉2
2m2

2

+
δ2〈~S〉1
2m2

1

)]
+

+
1

m1m2

(
m2

0 +
m0

r
+

1

r2

)
〈~S〉1 · 〈~S〉2 +

− 1

m1m2

(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)(
r̂ · 〈~S〉1

)(
r̂ · 〈~S〉2

)
+
ζ

2

[
δ1
m2

2

(
− δ2

(1 +m0r)

r2
+

+

(
m2

0 +
3m0

r
+

3

r2

)
(r̂ · ~ε2)(r̂ · ~ε∗2)

)
+ 1↔ 2

]}
. (4.68)

Introduzimos uma constante ζ somente por conveniência, neste caso, ζ = 1. Percebemos

que alguns fatores da segunda, terceira e quarta linha da equação acima são corrigidos em

relação a (4.45), bem como surge dois novos termos de acoplamento spin-orbita devido

exclusivamente ao acoplamento não-mı́nimo do campo de matéria de spin-1 com o campo

eletromagnético. Interessante notar que esse novo potencial apresenta todos os termos de
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acoplamento spin-orbita que aparecem no potencial V-V por fontes fermiônicas, compare

com a equação (4.16). Para o fóton sem massa, temos,

V massless
V−V eletro

=
e2q2

4πr

{
δ1δ2

[
1 +

~p 2

m1m2

+

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
~p 2

2

]
+

+
1

r2
~L ·

[
1

m1m2

(
δ1〈~S〉2 + δ2〈~S〉1

)
+

(
δ1〈~S〉2
2m2

2

+
δ2〈~S〉1
2m2

1

)]
+

+
1

m1m2r2
〈~S〉1 · 〈~S〉2 −

3

m1m2r2

(
r̂ · 〈~S〉1

)(
r̂ · 〈~S〉2

)
+

ζ

2

[
δ1
m2

2

(
3

r2
(r̂ · ~ε2)(r̂ · ~ε∗2)−

δ2
r2

)
+ 1↔ 2

]}
. (4.69)

Todos os acoplamentos spin-orbita se mantém para o casa do fóton comum sem massa,

(4.69). Aqui, assim como na equação (4.68), temos ζ = 1.

Os termos que desprezamos em (4.64), por não contribúırem a ńıvel de árvore, podem

ser analisados através de uma interessante comparação. A Teoria de London [62,63] para

os supercondutores, que é o primeiro modelo teórico que tenta explicar o efeito Meissner

(expulsão do campo magnético de dentro do supercondutor), se ajusta exatamente a um

desses termos. A corrente de London tem a forma,

~JL = −ne
∗2

m∗
~A, (4.70)

onde n é a densidade de part́ıculas, e∗ = 2e, m∗ = 2m e ~A é o potencial vetor. Vamos

desenvolver a equação (4.64) para ν = j,

∂t ~E −∇jεijk ~B = − ~JWj + 2e2q2
2m

2m
(W ∗µWµ) ~Aj − e2q2Aµ(W ∗

µW
j +W ∗jWµ), (4.71)

e logo,

∇× ~B = ∂t ~E + ~JW −
e∗2q2

m∗
nW ~A+ e2q2Aµ(W ∗

µ
~W + ~W ∗Wµ), (4.72)

onde ~JW = −ieq
(
W ∗jµWµ −W jµW ∗

µ

)
− ieq∂µ(W ∗jW µ −W ∗µW j) e nW = mW ∗µWµ é a

densidade de part́ıculas.

Ao compararmos o termo e∗2q2

m∗ nW ~Aj com a corrente de London, percebemos que são

idênticos. O parcial sucesso obtido pelo modelo de London foi devido à acertada corrente

que ele propôs para descrever os ”super-elétrons”, que são, na verdade, os elétrons que
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formam os pares de Cooper. De fato, estes pares se comportam como part́ıculas bosônicas

de spin-0 ou -1. Por isso sua corrente com a forma proposta pelos irmãos London conseguiu

descrever o efeito Meissner na presença de campos magnéticos externos. Observamos que,

se desenvolvêssemos o caso do spin-0, ou seja, considerar a equação (4.62) para ν = j,

podeŕıamos fazer a mesma comparação com a corrente de London, pois o que ocorre é um

acoplamento da matéria bosônica com o eletromagnetismo, e isto é comum aos dois tipos

de bóson.

O que estamos chamando a atenção é que part́ıculas bosônicas apresentam uma in-

teração com o eletromagnetismo diferente da interação padrão dos férmions. O caso do

spin-1 é ainda mais interessante, pois o termo e2q2Aµ(W ∗
µW

ν + W ∗νWµ), é onde temos

novos efeitos evolvendo, além da massa, o spin. Os potenciais eletromagnético vetor e

escalar se acoplam à polarização do spin, já que o Aµ está saturado com os campos W ∗
µ e

Wµ. Para ν = i, por exemplo, temos,

e2q2Aµ(W ∗
µW

i +W ∗iWµ) = e2q2

(
~ε∗i
~p1 · ~ε
2m2

Φ + ~εi
~p′1 · ~ε∗
2m2

Φ− ~ε∗i
~ε · ~A
2m
− ~εi

~ε∗ · ~A
2m

)
. (4.73)

Fica claro o porquê da ausência deste termo quando trabalhamos com part́ıculas de spin-0

carregadas, já que para elas não há polarização.

4.5 Conclusões do Caṕıtulo

Mostramos, neste caṕıtulo, que existem diferenças marcantes entre os potencias por fontes

de spin-1 e por fontes de spin-1/2. O comportamento monopolo-dipolo e dipolo-dipolo,

aparece em potenciais por fontes de ambos os spins, mas com muitas restrições para

aqueles potenciais gerados por correntes bosônicas. Termos do tipo ~p · ~σ, (~σ1 × ~σ2) · r̂,

(~σ1 × ~σ2) · ~p e (~p · ~σ1)(~p · ~σ2) são encontrados apenas em interação spin-1/2-spin-1/2,

enquanto a peculiaridade mais marcante dos potenciais bosônicos é interação entre o vetor

de polarização e a matriz de spin encontrada no potencial T-PT. Esses traços podem ser

fundamentais em experimentos que não consigam diferenciar se suas fontes apresentam o

spin inteiro ou semi-inteiro. Além disso, este trabalho considera uma aproximação até a

segunda ordem nos momenta, algo não realizado explicitamente nem para o spin-1/2, e
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que revela de forma mais evidente as diferenças e semelhanças entres os potenciais. Em

caso de descoberta de alguma nova força, poderemos verificar a importância dos termos

até esta ordem, se, por exemplo, for detectado um acoplamento spin-orbita, já que quase

todos eles são advindos de termos bilineares nos momenta.

A questão eletromagnética discutida no fim do caṕıtulo, deve ser colocada em evi-

dencia nessas conclusões, pois levanta um problema de grande importância para a f́ısica.

Aparentemente, apenas a carga pode se acoplar ao eletromagnetismo, no entanto, vimos

que isso é apenas para o caso da matéria fermiônica. Os bósons se acoplam ao eletro-

magnetismo de varias formas, além da carga, a massa e o spin também contribuem na

interação, o que leva a teoria eletromagnética a um diferente paradigma, que vai além da

carga. Desta forma, podemos levantar a seguinte questão: as part́ıculas bosônicas neutras

podem se acoplar ao fóton? Através da análise desse formalismo, nada indica que sim,

mas uma abordagem feita considerando loops quânticos podem indicar um acoplamento

indireto entre fótons e part́ıculas neutras. Exemplo: um fóton se acoplando a um elétron

e um pósitron, e cada um desses férmions se acoplando a um neutrino massivo em dois

outros vértices, que estariam ligados pelo propagador fraco 〈W+W−〉.

Uma part́ıcula de spin-1 massiva pode ser descrita por diferentes formas dentro das

teorias de campos. Ao menos três descrições foram feitas no decorrer desta tese, dois

métodos envolvendo uma massa do tipo Proca, e um terceiro que tem a sua massa gerada

por um termo topológico que não quebra a invariância de calibre. Interessante notar que

ao descrever o spin-1 massivo, intermediário da interação, usamos o formalismo topológico

(2.49), já que havia a preocupação com o propagador (depois vamos argumentar porque

esta preocupação não é necessária). Para descrever a part́ıcula de matéria de spin-1

massiva e carregada, que faz o papel das fontes, não há preocupação com a geração da

massa. Utilizamos a representação (1
2
, 1
2
) do grupo de Lorentz, caracterizada por ter um

campo vetorial, W µ, para a construção da correntes e por conseguinte para o calculo dos

potenciais. Chamamos essa descrição de representação de campo vetorial. Com a finali-

dade de sondar o comportamento dos potenciais utilizando uma diferente representação

de campo para as fontes de spin-1, constrúımos algumas correntes e calculamos os poten-

ciais associados, utilizando um campo tensorial antissimétrico de rank-2 de CSKR, Bµν .
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Chamamos essa descrição de representação de campos tensorial. Fizemos isso para os três

casos iniciais, os potenciais V-V, V-PV e PV-PV e percebemos que eles são iguais aos po-

tenciais desenvolvidos através da chamada representação vetorial, equações (4.45), (4.46)

e (4.47). Para finalizar este estudo, desenvolvemos a mesma aplicação eletromagnética da

seção passada, caracterizada pela corrente (4.65) e pelos potenciais (4.68) e (4.69). Agora

utilizando a representação de campo tensorial, a corrente obtida foi:

JTρV = 2epρB∗µνB
µν + (g + 1)ieqσB

∗µν(Σρσ)µν,αβB
αβ. (4.74)

Fazendo g = 2, para ρ = 0 e ρ = i, temos respectivamente,

JT0V = e

[
δ + δ

(
~p 2

2m2
+

~q 2

8m2

)]
− e

2m2

[
i(~q × ~p) · 〈~S〉 − (~q · ~ε)(~q · ~ε∗) + δ~q 2

]
(4.75)

JT iV = e
δ

m
~pi +

ie

m
(~q × 〈~S〉)i. (4.76)

O potencial V-V na representação tensorial fica dado por,

V T
V−V eletro

= VV−V eletro

∣∣∣
ζ=−1

+
e2δ1δ2m

2
A

8π

e−mAr

r

(
1

m2
1

+
1

m2
2

)
, (4.77)

onde VV−V eletro

∣∣∣
ζ=−1

se refere a equação (4.68) com ζ = −1. Chamamos a atenção para

o destaque do caso eletromagnético em relação aos outros potenciais induzidos por uma

nova força macroscópica, pois o eletromagnetismo tem o poder de alterar o perfil dos

potenciais a depender da representação de campo utilizada. É posśıvel que a part́ıcula

mediadora seja capaz de suscitar as diferenças entre as duas representações, e de fato

podemos obter diferentes potenciais, como foi o caso de V T
V−V eletro

e VV−V eletro
. Este resul-

tado pode levar a distinguir qual a representação mais adequada para se descrever uma

part́ıcula de spin-1. No entanto, em geral, não podemos diferenciar entre a representação

de campo vetorial e a tensorial se considerarmos apenas o setor de spin dos potenciais. As

diferenças, para além do setor de monopolos, entre V T
V−V eletro

e VV−V eletro
podem se tornar

evidentes caso estendamos nossos cálculos para incluir efeitos de quadrupolo no potencial

V-V. Isto pois, predições distintas do momento de quadrupolo elétrico da part́ıcula de

spin-1 foram obtidas para diferentes formalismos [64]. Apenas contribuições de dipolo

foram consideradas até aqui, mas esperamos reportar novos resultados que abarquem as
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contribuições que podem surgir dos momentos de quadrupolo em trabalho futuro que já

está sendo preparado [65].

Em relação aos propagadores, apesar de termos usado aqueles obtidos no caṕıtulo 2,

(2.79), (2.82) e (2.83), para o cálculo dos potenciais interpart́ıcula, percebemos que os

resultados não se alterariam se tivéssemos usado propagadores associado a lagrangeanos

do tipo Proca, como o propagador (1.23) para o caso de correntes de rank-1, assim como

o propagador (1.49) para correntes de rank-2 (podemos verificar uma mudança de sinal

para este caso que é estritamente devido as diferenças nas definições dos lagrangeanos).

Isso ocorre pois o que é alterado nos propagadores é a parte longitudinal (responsável

pelas inconsistências), como as correntes são conservadas, estes setores não contribuem

para os potenciais. No entanto, vale ressaltar que apenas o propagador, (2.83), advindo

do modelo que preserva a simetria de calibre, é capaz de dar forma aos potenciais que

misturam correntes de diferentes ordens.
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais e Perspectivas

Ao final de cada caṕıtulo desta tese houve uma tentativa de compilar os resultados ali en-

contrados. Nestas Considerações Finais e Perspectivas, concentramo-nos principalmente

em fazer uma auto-análise de cada parte do trabalho. Em geral, podemos dizer que esta

tese foi desenvolvida para culminar no estudo de potenciais macroscópicos induzidos por

uma nova força (provavelmente não-fundamental, mas efetiva) e gerados por fontes as-

sociadas a part́ıculas de spin-1. É certo que, dentro deste esforço, esteve presente como

um guia a única força macroscópica bem descrita pela Teoria Quântica de Campos até

os dias atuais: o Eletromagnetismo. Deve-se observar que iniciamos e conclúımos esta

tese trabalhando com a Eletrodinâmica. No caṕıtulo 1, abordamos modelos e aspectos

da eletrodinâmica para part́ıculas com carga e spin-1, onde associamos as inconsistências

dos propagadores ao termo de massa do tipo Proca, que não é invariante de calibre. No

caṕıtulo 4, mais especificamente, na seção 4.4, trabalhamos em detalhe um dos pontos

centrais desta tese: diz respeito ao acoplamento entre cargas com spin-1 e o fóton. Vi-

mos que a massa e o estado de polarização do spin-1 têm papeis fundamentais neste

acoplamento, levando a uma forte diferenciação na eletrodinâmica de part́ıculas de spin-

1, quando comparada às Equações de Maxwell usuais, onde a densidade de carga e a

densidade de corrente são aquelas para matéria carregada com spin-1/2.

No caṕıtulo 2, propusemos um modelo no qual a massa do bóson vetorial considerado

é gerada através de um termo topológico. Este apresenta propagadores consistentes com o

critério da contagem de potências e é invariante de calibre. Aqui, duas questões limitantes
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devem ser apontadas: a importância da invariância de calibre foi muito pouco explorada; e

nenhuma consideração a ńıvel de quantização dos campos foi realizada. Assim, sugerimos

dois seguimentos de trabalho:

1. estudar e revelar, a partir de prinćıpios da Teoria de Grupos, qual a importância

da invariância de calibre para descrever corretamente part́ıculas massivas de spin-1, so-

bretudo quando se trata de potenciais de calibre descritos por 2-formas, o que nos sugere

que se teria que buscar uma extensão dos grupos clássicos a fim de se incluir parâmetros

que não sejam de natureza meramente escalar. A questão relevante aqui é associar cargas

à matéria que se transforme não-trivialmente sob um grupo de simetria com parâmetro

de natureza vetorial.

Uma outra questão de pesquisa seria:

2. explorar a dinâmica de part́ıculas massivas de spin-1, a partir do modelo proposto

no caṕıtulo 2, escolhendo-se adequadamente a base de campos que diagonalize o termo

de massa e que será usada na quantização, procurando uma solução que evite a não-

localidade, o que é um problema nada trivial e que pode comprometer todo o processo aqui

delineado.

O caṕıtulo 3 compila, de forma direta, todas as correntes que foram necessárias para os

cálculos dos potenciais desenvolvidos no caṕıtulo 4. No entanto é interessante notar que,

apesar de não haver nenhuma part́ıcula de matéria genuinamente elementar estável com

spin igual a 1, existem estruturas f́ısicas, como os pares de Cooper, citados na seção 4.4,

que, em estado de onda-p, reproduzem o comportamento de uma part́ıcula com este spin,

de forma que o estudo das correntes de spin-1 se torna relevante e foi considerado, aqui,

pela primeira vez. Apesar da nossa iniciativa, algumas lacunas ainda ficaram abertas,

como calcular as correntes escalar e pseudo-escalar, comparando os resultado com aqueles

encontrados por Moody e Wilczek [1]. O trabalho mais completo, com resultados apre-

sentados no caṕıtulo 4, encontra-se publicado em [46]. Aı́, são apresentados os principais

resultados da tese, porém algumas questões ficaram intocadas. Por exemplo, somente

abordamos potenciais induzidos por uma part́ıcula massiva de spin-1. No entanto, ou-

tra candidata a mediadora de nova interação macroscópica, citada na Introdução, é a

part́ıcula de spin-0. Este estudo poderá ser realizado em tese de outro membro do nosso
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Grupo de Pesquisa. Outro aspecto limitante do nosso trabalho é o fato de não explorar-

mos as configurações clássicas de campos que são soluções das equações de Maxwell para

part́ıculas de spin-1, (4.64). De forma que encaminhamos:

3. estudar as equações modificadas de Maxwell (4.64), pelo menos, à ordem de um

loop e obter propriedades espećıficas das configurações de campos que podem ser gerados

a partir de correntes de part́ıculas de spin-1, carregadas ou neutras. Há uma interação

fonte de singularidade devido ao acoplamento da densidade de part́ıculas com os potenciais

eletromagnéticos, e esta questão pode levar a um encaminhamento da discussão sobre a

extensibilidade de fontes bosônicas.

Ao calcularmos o potencial eletromagnético em duas representação de campo distintas,

vetorial e tensorial, nas seções 4.4 e 4.5, não fomos capazes de diferenciá-los ao considerar-

mos apenas o setor de spin. Para além do setor de monopolos, as diferenças entre V T
V−V eletro

e VV−V eletro
podem se tornar evidentes caso estendamos nossos cálculos para incluir efeitos

de quadrupolo no potencial V-V. Um outro aspecto associado que podemos investigar são

os potenciais gerados por fontes de spin-2 massiva e carregada, já que, para uma part́ıcula

com este spin, o primeiro termo da expansão em multipolos é um termo de quadrupolo.

Recentemente, a Colaboração LIGO detectou buracos negros do tipo Kerr que se fun-

diram e geraram ondas gravitacionais [66]. Caso fossem encontrados buracos negros do

tipo Reissner-Nordstrom, possivelmente grávitons massivos e carregados surgiriam como

excitações associadas a ondas gravitacionais que viriam a ser produzidas [67]. Além disto,

existem outras motivações para se estudar um gráviton massivo [68–72]. Abaixo, enca-

minhamos um trabalho que pode ser continuado imediatamente após a finalização desta

tese:

4. obter as correntes conservadas de Noether, a partir de um lagrangeano de spin-1,

que considere interação de quadrupolo, nas representações de campo vetorial e tensorial.

Após, calcular os potenciais eletromagnéticos e comparar com os resultados trabalhados

sem os termos quadrupolares. Em seguida, a partir de um lagrangeano que descreva

campos massivos e carregados com spin-2, caracterizados por uma interação quadrupolar,

estudar a corrente conservada de Noether. Com isto, passa-se ao cálculo dos potenciais

macroscópicos gerados por fontes associadas a bósons carregados de spin-2, tendo o fóton
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como intermediador da interação. Este problema é motivado pela possibilidade de que mo-

delos estendidos além da F́ısica do Modelo Padrão apresentem excitações do tipo grávitons

massivos e carregados. A sua interação e seus decaimentos são objetos de interesse em

conexão com medidas a serem realizadas nas Colaborações ATLAS e CMS do LHC. Além

disso, cabe comparar a estrutura quadrupolar dos potenciais associados ao spin-1 com os

quadrupolos inerentes ao spin-2.

Na introdução desta tese citamos a teoria DKP como uma alternativa para descrever

part́ıculas vetoriais, bem como sua versão galileana como uma ferramenta para trabalhar

com potenciais obtidos nesta tese. A sugestão de trabalho está em:

5. Selecionar quais dos potenciais por fontes de spin-1 encontrados no caṕıtulo 4 podem

ser inseridos diretamente na equação DKPNR [56], já que existem condições espećıficas

para fazê-lo, e em seguida obter as soluções destas equações. Os resultados obtidos podem

ser comparados com trabalhos que utilizam a DKP relativ́ıstica associado ao potencial de

Yukawa [73, 74].

Para finalizar, pontuamos mais um tema que já vem sendo desenvolvido por outros

membros de nosso Grupo:

6. Dirac já havia levantado a questão sobre relação entre massa, carga e spin para a

estabilidade do elétron e do múon [75]. Pensando agora em uma part́ıcula de spin inteiro,

se consegúıssemos uma estrutura deste tipo estável e carregada, de acordo com o que vimos

a respeito da influência da massa e do spin no eletromagnetismo de fontes bosônicas,

seria oportuno trabalhar o potencial e o campo associados a esta part́ıcula. O centro

da questão estaria em estudar se esta análise não viria a indicar que bósons vetoriais

massivos e carregados devam ser compostos a partir de férmions mais elementares, tendo

uma estrutura efetivamente mais complexa do que apenas o seu spin. São questões que

permanecem em aberto e vêm mobilizando uma literatura mais recente.
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